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Zur Berechnung gleichzeitiger Fliisse verschiedener Beschaffenheit
W. Gaul, Bonn

Zusammenfassung: Die Arbeit beschéftigt sich mit Problemstellungen, die bei
der Behandlung gleichzeitiger Fliisse verschiedener Beschaffenheit unter Neben-
bedingungen entstehen. Filir den Spezialfall zweier gleichzeitiger Flisse ver-
schiedener Beschaffenheit wird ein neues Verfahren angegeben, das solche Fliis-
se durch eine zweimalige Anwendung des Ford/Fulkerson-Markierungsalgorithmus
(zur Berechnung jeweils nur eines Flusses) in geeignet gewdhlten Netzwerken
bestimmt. Das vorgeschlagene Verfahren wird mit bekannten Algorithmen vergli-
chen und an einem Beispiel erldutert.

Einleitung

Die Behandlung von Problemstellungen, die sich mit gleichzeitigen Fliissen ver-
schiedener Beschaffenheit in Netzwerken befassen, hat an Bedeutung gewonnen.
Schon frih haben z.B. Ford/Fulkerson [1].[2.p.16] diesbeziigliche Uberlegungen
verdffentlicht, jedech hat die in [1] vorgeschlagene und in einer Reihe von
Arbeiten erweiterte Methode (siehe [4]) mitunter unginstige Konvergenzeigen-
schaften. Fir spezielle Netzwerktypen haben z.B. Hu [6]. Rothschild/whinston
[8],[9] und kirzlich Sakarovitch [10] Aussagen iiber die Existenz zweier gleich-
zeitiger Flisse verschiedener Beschaffenheit und Uber Méglichkeiten ihrer Be-
rechnung angegeben. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB fir diesen
Fall durch Wahl geeignet strukturierter Netze eine einfache Berechnung zweier
gleichzeitiger Flisse iber den Markierungsalgorithmus von Ford/Fulkerson [2]
moglich ist.

Formulierung des Problems

Sei P={1,..,n} die Punktmenge und KcPxP~\J{(i,1i)|icP} die Kantenmenge des end-
lichen, gerichteten, schlichten (ohne Schlingen und parallele Kanten) Graphen
(P,K). Bezeichne (P,K,c) ein antisymmetrisches ((i,j)eK=>(3j,1i)¢K) Kapazitdts-

netz (Netzwerk = zusammenhingender, endlicher, gerichteter, schlichter Graph),

in dem jeder Kante (i,j)eK vermittels CER:*K ein Kapazitatsintervall[-cij,cij]
zugeordnet ist. In (P,K,c) nennt man (xl...,xk) mit xch*K und
=8 d=1,..,k (1)

8| < ¢ (2)
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d =
. vix) = nd nd,daep
[V ] i = o 3 # nd'rr& n 7‘ m (d=1,..,k) =
_v(xd} 3y = ﬁ; d d

k gleichzeitige Flisse verschiedener Beschaffenheit. T ist die (Punkt-Kante-)
Inzidenzmatrix vonk(P,Kﬁf). n .dﬁ heift Quelle, Senke, v(xd) Wert des d~ten‘ .
Flusses. v(x ,..,x ):SE:T v(x ) ist der Wert von (x!,..,x*)}. Pir b={b1,"qhk)ck+
(oder veR ) heift (x!,..,x) b-(oder v-) zulassig, wenn v(x)2b? far d=1,..,k
(oder v(x!,..,x%)2v) gilt. b%,¢ beschreibt durch die Fldsse zu befriedigenden
Mindestbedarf. Bezeichne F(P,K,c)zl""nk:ﬁ}’"'ﬁz (fir z=b oder v) die Menge
der k gléichzeitigen z-zuldssigen Fliisse verschiedener Beschaffenheit in
(P,K,c). Trennende Kantenmengen, die minimal sind mit der Eigenschaft, daB

ihre Herausnahme aus dem Netz ny von ﬁa, nd#ﬁa (d=1,...,k) trennen wﬂg?e, sE}en
mit ((ny,..,ng), (A],..,n%))C K bezeichnet und mit §(P,K,c) 17 = Pkryreer By

die Familie dieser Kantenteilmengen. Jeder trennenden Kantenmenge ist als Wert

c((nl,..,nk}.(lf\...,n';;)) = cij - -
(irj)ﬁ((nlfo-rnk)r(nll-wn}g))

zugeordnet; von besonderem Interesse sind solche mit minimalem Wert, bezeichnet
mit <(n1...,nk).(d}...,ﬁ;)>. Als Problemstellungen ergeben sich (a) Existenz-
aussagen fir z-zuldssige gleichzeitige Fliisse (b) Angabe optimaler Flilsse
(bzgl. vorgegebener Kosten) unter geeigneten Nebenbedingungen. Natiirlich muB
max v(x!, .. oxK)ge (np, om0l L d)) (4)
max v(xd) < e {(ng), (M) d@=1,..,k (5)
gelten. Fiir den Spezialfall k=1 sind Losungen der Probleme bekannt.Man braucht

und/oder

nicht zwischen b- oder v-zuldssigen Lésungen zu unterscheiden, das bekannte
Ford/Fulkerson [2]—Theorem weist nach, daB in (4) (oder (5)) sogar Gleichheit
(fdr jeden Netzwerktyp) gilt. Man kann deshalb trennende Kantenmengen zur Be-
stimmung eines maximalen Flusses benutzen. Im allgemeinen Fall kann in (4)
echte Ungleichheit auftreten (Ford/Fulkerson [2]). L&sungsansdtze fir die Pro-
bleme (a),(b) sind (iber "groBe" lineare Programme moglich, die Dekompositions-
Uberlegungen und in Unterprogrammen Verfahren zur Berechnung kilirzester Wege
(auch unter Nebenbedingungen, siehe [4]) benutzen,

Im Fall k=2 und unter Benutzung von Netzen vom hier beschriebenen Typ (P,K,c)
existieren Aussagen, die es gestatten, in den ndchsten Abschnitten den Nach-
weis der Existenz und die Berechnung von zwei gleichzeitigen z-zuldssigen Fliis-
sen verschiedener Beschaffenheit mit rein netzwerktheoretischen berlegungen

zu bewerkstelligen.
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Ein Algorithmus zur Bestimmung z-zuldssiger Doppelfliisse

Im Fall k=2 hat Hu (6] als erster Kriterien for die Existenz und ein Verfahren
zur Berechnung von z-zuldssigen Doppelflilssen (=zwei gleichzeitige z-zuldssi-
ge Fldsse verschiedener Beschaffenheit) entwickelt, fir das eine Verbesserungs-
mdglichkeit angegeben werden kann (siehe [5]). Verallgemeinernde Aussagen stam-
men von Rothschild/Whinston (8], [9] und sakarovitch [10], der auch ein ver-
fahren zur Berechnung maximaler Doppelfliisse beschreibt, das auf Ford/Fulker-
son-Markierungen in Netzen mit im Vergleich zum gegebenen Netzwerk etwa dop-
pelt so umfangreicher Struktur basiert. Die jetzt vorgeschlagene Methode be-
nutzt ebenfalls den Markierungsalgorithmus zur Berechnung z-zuldssiger Doppel-
flusse, bendtigt aber nur Netze nahezu dergleichen Struktur wie das Ausgangs-
netz. Dazu lberlege man, daB im gegebenen Netz (P,K,c) die Bedingung

]x‘j+|x2js ¢ dquivalent ist zu -c<x! + x25c. —esx! - xzsc, woraus mit

1 1 .1 2 2 1,1 .2 y
xij = 3 ‘f1j+fij,' xlj = 5'(fij-fij) fir (i,5)ex (6)
1 1 2 21 2 :
fij = xij + xij' fij = xij xij iﬁr (1,9) ek (7)
folgt, daB die Systeme I £l oyl I£%=yloy2
<sfl gc cs 2 < ¢ (8)

dquivalent zu (1),(2),(3) sind (fir k=2). Diese Systeme beschreiben aber je-
weils ein FluBproblem mit Quellen ny,n; (oder nl,ﬁ}) und Senken d},ﬁ} (odex
f,n5) . Durch Einfilhrung von Netzen (Pt,Kt.cﬁ) bzw. (Pt,Kt,c;), t=1,2, mit
Pt=PuU(q,s}, Ktﬂ(ug{l(td mit k!l=k?lo (layny), (8,8 ], x'e Haung), (5,8 1,
K%~ (@), (ny,8)) und

€y (1,9)eK
c (1,9 ek
ek A% i3 oder ¢f . =4 b4b® (1,4 Mkt
Miq 2, td bij a
M (1,3)e (/K d &4 ta
d=1 b (L, ek <Nk

(M hinreichend groB gewdhlt), kann die Bestimmung z-zuldssiger Dopﬁ%lflﬂsse
auf die Berechnung von maximalen bzw. V-zuldssigen oder b1+b2-zulsssigen Ein-
zelfliissen £t in den Netzen (pt,xt,cﬁ) oder tp‘:,xt,c;), t=1,2, zurickgefiihrt
werden. Dabei ist darauf 2zu achten, daRB U-zuldssige Fliisse f£C aus (Pt,Kt,c;)
nur dann vermittels (6) in V-zuldssige Doppelfliisse (xl,xz) mit Quelle/Senke
Nqrrg £0r x4 (d=1,2) Gberfuhrt werden, wenn for aie gt
W (1,3) k™= A xH4

Wotw (i,3)e @k

mit wdSr:((nd).(r%)). 81,2 una I W = vs:(rnl,nl:.(ﬁ‘l.rf;)> gilt. Fir bl4+b2-zu-
lédssige Flisse gilt (9) automatisch aufgrund der Konstruktion der Netze (Pt,
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Kt,cs), t=1,2 ( siehe auch den folgenden Abschnitt).
Algorithmus: Bestimmung (bl,bz)-zulassiger Doppelfliisse
Schritt 1: Anwendung des Markierungsalgorithmus auf (PI,KI,C;) ergibt fl als
maximalen FluB. v(£!) < bl4n? = F(p,k, c)"‘;;“;ggﬂ'“‘ B ¢
Schritt 2: Anwendung des Markierungsalgorithmus auf (P Kz,cg) ergibt f2 als
maximalen FluB. v(£%) < bl4b2 = F (P, x,c)?gin;5?1‘n2 = @.
Schritt 3: Sind die Schritte 1,2 ezfolgraich, erhdlt man lber (6) einen
(bl.b )-zuldssigen DoppelfluR (x s )

Bestimmung maximaler bzw. V-zuldssiger Doppeiflﬂsse.
Schritt 1': Anwendung des Markierungsalgorlthmus auf (P Kl,c ) ergibt f1 als
maximalen FluB. v(£') < g = p(p,K, c)’”’“z'“"“’ g.
Schritt 2': Anwendung des Markierungsalgorithmus auf {P Kz,c ) ergibt f2 als
maximalen FluB. v(f ) < v = F(P K, c)n1'n"ﬁ:'na @.
Schritt 3': ¥ = min {v(f ).v(f )} ist der maximale Wert fiir Doppelflisse in
(P,K,c). Erfiillen f1

malen) Doppelfluf (x X ) (der notfalls auf den gewiinschten Wert © reduziert

E2 dle Bedingungen (9), erhélt man iiber (6) einen (maxi-

werden kann) . Andernfalls hat man geeignete Werte wd = c(In ) )) (d=1,2)
mJ.t wi? = v < e(n, iny), (i) 1) )} zu wihlen und die Schritte 1,2,3 mit

b ;= wd zu wiederholen.

Fiir das in Fig.l dargestellte Netzwerk dberpriift

man leicht, daB c((n,), (}))=6, e{(n,), (iy))=12
gilt. Einen (4,10)-zuldssigen Doppelfluf z.B. er-
hdlt man durch Anwendung des Ford/Fulkerson—Algo— o

t t t i
rithmus auf die Netze (P",K {4‘10’) (siehe Fig.1
Fig.2,3) und die durch die Tabelle beschriebene Transformation (6).

Fig.4 zeigt die Endfiguration. Dieser Doppel fluf ist gleichzeitig maximal.

i 1 2 1 2
(i,3) cij fij fij xij xij
(nl.a) [ 4 4 4 [5)
(a,b) 4 le] 4 2 -2
(a,e) 4 4 (6] 2 2
(e, b) 6 -4 2 -1 -3
(e, B8 B 2 3 5
(ﬂzf%\) 8 -2 8 3 -5
(b,d) 2 o} 2 1 =1
(nz,b) 4 4 =4 [¢] 4
(n,,d) 4 2 -2 0 2
(n2,n ) 4 4 -4 o} 4
(d,n ; 2 2 o 1 1
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(8,3,-5) |
Fig.4

Bewelse zum Verfahren
Wegen (4),(5) weiB man, flir k=2 sind
d A = 1,,2 -~
b? <c{(ng), (1)), a=1,2 und b 4b° < e(n ,n,), (), )Y (10)
v < cf(nyn,), (F), 1)) ! (11)
notwendig filir die Existenz (b ,b")-bzw. V-zuldssiger Doppelfliisse in (P,K,c) -

Zundchst wird gezeigt, daB diese Eedinqungen hinreichend sind flir die Existenz
t _t
b +b2- bzw. ¥-zuldssiger (Einzel-) Flﬁsse E in {P K 1Sy } bzw. (Pt,K ,cM).

Lemma 1: (i) Gilt (11), dann folgt F(*,x%,cn 3% #95

(11) Gilt (10), dann folgt F(P KT, c;)g'sz £ 0.
Beweis: Es wird t=1 gezeigt.
(1) Wegen c; j=M far {1,3}52 18 (M hinreichend grofi) wird eine minimale tren-
nende Kantenmenge <(q),(sf> in {P Kl,c ) nie Kanten von L}K i3 enthalten. Be-
zeichnet S(P Kl,cl)q % aie Menge dieser minimal trennenden Kantenmengen, dann

1 1.q:8
gilt St ,cM)q’ C S(P,K,c)

c@, )y =c(n,ny, (&) 2 0.
(ii) Der Beweis erfolgt leicht durch Uberpriifen aller trennenden Kantenmengen

von S(Pl.Kl.cé)q:s. Gehére M ¢ (n

Na,NziT A, 03
12 E2 ynd deshalb

W )

2
((s)), A ilt: PFall 1: K = @.
(tq).(s)) ann g a £l @

.ﬁE} zur q enthaltenden Komponente wvon

» * * * - i *_
1) M = {n]}, M = {nzl. M = {22,:% ﬁ? , M= {ni,n2 d}} =>(Es wird nur M ={n_}
*

2 1 5

und c!(q) (s)) 2 c((n ), n )) +b° 2Zb +b
n1rn24n1pn2 und

gezeigt.}) ((a),(s))NKeS(P,K,c)
2) M* = {nl,n } =((q),(s)) eS(P,K,C)
clla), (s) >c<(n1.n )o (i) )2 b Lip?
3y M* = {nl,n 1, z * o 110y } —?(Es wird nur M¥ = nl,n } gezeigt.)
(@), (1) ke s (P, K.c) Raiy und c((@), () 2 maxfe((ng) (i3} +2b°Z b +b
Fiir alle anderen Situationen M C[nl,nz.n ﬁ\] gilt c((g),(s)) 2 b +b" nach Kon=-
struktion von (P ,Kl.cb). Fall 2: dpiK # ﬁ. Die Betrachtungsweise vereinfacht

2

sich, da jetzt das Quadrupel n1'"2'6}‘5§ aus weniger als vier verschiedenen
Punkten (man beachte aber g # ﬁ;, d=1,2) besteht. Wieder gilt immer

1 2
c((g),(s)) 2b + Db .

Fig.5 zeigt, daB die Bedingungen (10),(11) fir Lemma 1 nicht notwendig sind.
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Man hat c<(nd).(rf“i)>=3. d=1,2, c((nl.nz).(ﬁ‘i.rfzbﬂ, ny 2
gl Y38 g if} i

aber z.B. F(P ,K 'C(S,S) 545 2

Es gilt aber Fig.5
Theorem 2: (1) F(p,K,c) 1 /P2ifi i, gy o pt Lt ct) # @, t=1,2
SHESEERsSE TR i1, b2y e b1+b= 4 £

~ -~
(44) F(R,K,) 1P Tay g oy p (2% x5, 378

# 0@, t=1,2

Beweis:

(i) Der Beweis folgt leicht mit Hilfe der Formeln (6 ),(7 ) durch entsprechen-

des Einsetzen und Umformen (siehe auch [3], wo auch ein anderer konstruktiver

Beweis flir (ii) gegeben wird).

(ii) Ist F(P,K, c)n"na'n1'ﬁ; £ 0, ao gibt es auch einen (v(x ),v(x ))-2zu-

lassigen Doppelfluﬁ (xl.x ) mit v(x )+v(x ) = ® und nach (i) folgt

F(P ,Kt,ct)q‘ # @, t=1,2, wenn man nur M = max{v(x )} wdhlt. Gilt umge-

kehrt F(pté.xt,ct)g & o t‘ﬁr t=1,2, dann mub ¥ < c{(n ,n,), (f},,)) gelten we-

gen s(p,K,c)M P2im 3 B oot xt,c;')q’
d < c((n ).(n Y, a=1,2 mirf'w1+w2 = ¢ finden (es gilt ja immer

é <(ndJ,(nd)> 2 e{(n ,n,), () /)Y ), nach Lemma 1 gilt F(p%,K%,c) 31T 4,

wl+w2
t—l 2 und nach (i) folgt F(P,x,c)?;;n:;?1'nz # @, also die Existenz eines v-
r

. Dann kann man aber Werte

zuldssigen Doppelflusses.

Es sei noch bemerkt, daB man, falls F(P,K, z)n"‘n"n“na = @ gilt, in Spezial-

fdllen (wie Fig.5 oder fiir 4 1K # @) mittels der gemachten Uberlegungen opti-

male Kapazititsdnderungen fiir z-zul#dssige Doppelflilsse leicht durch Anwendung
bekannter Verfahren auf die Netze (Pt.Kt.ct) (bzw. (P .Kt.ct)) t=1,2 erhal-
ten kann (siehe auch [3]).
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