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KAPAZITATSANDERUNGEN BEI NETZWERKEN
Wolfgang Gaul

Optimal capacity-alterations of networks and algorithms for
their computation are considered which ensure the existence
of multicommodity flows under constraints. The constraints
describe restrictions which must be satisfied by the flow
values. This problem is known and solved for the case when
only one flow is under consideration. In this paper, it is
shown how the multicommodity flow case can be handled.

1) Einleitung

Die Anderung der Kapazit#tsstruktur (bzw. der Kantenstruk-
tur) eines Netzes zur Anpassung an gewllnschte Situationen
ist eine Problemstellung, die in der Netzwerktheorie schon
viel Beachtung gefunden hat. In der vorliegenden Arbeit
sollen speziell Kapazitdtsinderungen und Algorithmen zu ih-
rer Berechnung betrachtet werden, die die Existenz gleich-
zeitiger Fliisse verschiedener Beschaffenheit unter Neben-
bedingungen in dem ge#nderten Netz sicherstellen. Die Ne-
benbedingungen beschreiben dabei Beschrinkungen, denen die
FluRwerte geniigen milssen. Es wird dargelegt, in wieweit sich
die filr den Spezialfall der Betrachtung nur eines Flusses
bekannten Problemldsungen auf allgemeinere Fdlle tlbertragen
lassen,

2) Formulierung des Problems

Sei P={1,...,n} die Punktmenge und Xc PxP- \J{(i,i)|ieP} die
Kantenmenge des endlichen, gerichteten, schlichten Graphen
(P,K). Es werden zwei Typen von Kapazit#tsgraphen betrachtet.
(P,K,c) bzw. [?,K,q] bezeichne einen vollstindigen, symme-
trischen bzw. antisymmetrischen, endlichen, gerichteten,
schlichten Kapazitdtsgraphen, in dem jeder Kante (i,j)eK
vermittels chfK ein Kapazititsintervall [O’cij] bzw.
[;cij'cij] zugeordnet ist. Jedes Netzwerk (=zusammenhéngen-
der endlicher, gerichteter, schlichter Graph) mit der ent-
sprechenden Kapazititsstruktur 148t sich in der Form (P,K,c)
bzw. [P,K,c] darstellen, wenn man nicht existierende Kanten
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als Kanten mit Nullkapazititen interpretiert.

Die folgenden Begriffe werden fir den (P,K,e)-Typ erklirt
(EP,K,c]—Netze werden in Abschnitt 5) behandelt), sie gel-
ten entsprechend auch in [P,X,c], andernfalls wird auf Un-
terschiede zum Zeitpunkt ihres Auftretens hingewiesen.

In (P,K,c) nennt man das k-tupel (xl,...,xk), xd:K¢R fir
d=1,...,k, unter den Nebenbedingungen

d_.d _
ix =v (d=1;...,k) v(xd} Jamy
d d on d -~
> xgc : z s
d:la‘ mit voeR", [v ]j' 0 j#n g,y
x 20 {d=1,..0,k) —v(xd) j=r?d

wobei nd,ﬁEsP, ndiﬁé ausgezeichnete Punkte sind, k gleich-
zeitige Flilsse verschiedener Beschaffenheit. nd,ﬁa heipt
Quelle bzw. Senke des d-ten Flusses. I ist die (Punkt-
Kante-) Inzidenzmatrix von (P,K,c). v(xd) ist der Wert des
d-ten Flusses, v(xl,...,xk):=jf:v(xd) der Wert von
(xi,...,xk). =3
Filr b=(b1,...,bk)'eﬂf heift (xl,..,xk) b-zullssig, wenn
v(x3»b? fur a=1,...,k gilt.
Fir VeR, heift (xi,...,xk) V-zullssig, wenn v(xi,...,xk)av
gilt, Die Menge der k gleichzeitigen Flisse verschiedener
Beschaffenheit in (P,K,c) sei mit Fk(P,K,c), die Menge der
b- bzw. V-zuldssigen k gleichzeitigen Flilsse mit Fk(P,K,c)b
bzw. Fk(P,K,c)v bezeichnet.
Kantenmengen, die minimal sind mit der Eigenschaft, daR®
ihre Herausnahme aus dem Netz ng von ﬁg, ndiﬁa(d=1,...,k),
trennen wilrde, seien mit ((nl,..,nk),(ﬁa,..,ﬁk))c K
bezeichnet. Die Menge solcher trennenden Kantenmengen bzgl.
der k Punktepaare n, ﬁh("d#ﬁﬁ) sei mit Sk(P,K,c) bezeich-
net. Jeder trennenden Kantenmenge ist als Wert
c((nl,--,nk).(ﬁa,..,ﬁL)):%E:pi. zugeordnet; von besonderem
(iaj)e((ﬂlao-snk)a(ﬁaao-sﬁa))
Interesse sind trennende Kantenmengen mit minimalem Wert,
bezeichnet mit ((ni,..,nk),(ﬁa,..,di)>.
yeR*® mit c+y20 heiBt Kapazititsinderung von (P,K,c),
yeRfK heift spezieller Kapazit#tserweiterung. Insbesondere
nennt man y b-zullssig bzw. ¥V-zullssig, wenn
Fk(P,K,c+y)b#¢ bzw. Fk(P,K,c+y)v#¢ gilt.
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Fir TeR, heift y T-zullssig, wenn die Bedingung
Eégin c((nl,..,nk),(r?l,..,n']‘()) erfilllt ist.
S™(P,K,c+y)
Gesucht sind Kapazitits#nderungen, die unter den obigen
Nebenbedingungen gegebene Kosten minimieren bzw. unter Be-
ricksichtigung der Nichtilberschreitung eines Budget BeR_
max max v(x>,..,x%) , max min c((nl,..,nk),(ﬁa,..,ﬁl)) oder
v Fk(P,K,c+y) 3 Sk(P,K,c+y)
min min]|b—(v(x1),..,v(xk))'|[ liefern.
y FE(P,K,cHy)

3) Bekannte Probleml&sungen

Fiir den Spezialfall k=1 kennt man L8sungen fir die oben be-
schriebenen Situationen. Man hitte in diesem Fall gar nicht
zwischen b- bzw. V-zullissigen Ldsungen zu unterscheiden
brauchen. Auch zwischen ¥- und E-zulissigen L8sungen wire
keine Unterscheidung nttig gewesen, denn es gilt die filr die

Netzwerktheorie grundlegende Aussage

SATZ 1: (Ford/Fulkerson)
V(xh=max v(x!)=min e((ny),(fy))=eln,), ()
FL(p,K,c) s1(P,K,c)
Fir k=1 gibt es Arbeiten illber Kapazit#tserweiterungen:
Fulkerson [6] benutzt einen Primal-Dual-Algorithmus ver-
gleichbar mit dem "Out of Kilter Algorithm" von Ford/Fulker-
son [5] zur Berechnung kostenminimaler Flisse. Hammer [9]
verwendet Bodle'sche Optimierung, Hu [11] ein modifiziertes
Verfahren zur Berechnung kilrzester Wege. Price [12] und
jetzt in neuester Zeit Christofides/Brooker [2] benutzen
"Branch and Bound"- Verfahren zur L8sung des Problems. Dabei
werden in [2], [9], [12] die kombinatorischen Aspekte des
Problems stdrker betont, fllr die Kantenteilmengen sind nur
Knderungen um fest vorgegebene Werte m¥glich, w#hrend in EJ,
pi] kontinuierliche Anderungen unter Berlcksichtigung linea-
rer Kosten betrachtet werden.
Auf den allgemeinen Fall (k beliebig, aber endlich) 14Rt sich
Satz 1 nicht tibertragen, man kann nur
V(xl,..,xk)sc((nl,..,nk),(ﬁa,..,ﬁi))
folgern und Beispiele fiir echte Ungleichheit angeben.
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2 Fig. 1

Fig. 2

In beiden Figuren beschreiben die den Kanten zugeordneten
Ziffern die Kapazit#ten, Kanten mit Nullkapazititen sind
weggelassen worden. Fig. 2 beschreibt ein vollstindiges,
antisymmetrisches letz, in dessen Kanten in jede Richtung
Fluf bis zur Kapazititspgrenze méglich ist (siehe Abschnitt
5)).
In beiden Fdllen existieren genau eine trennende Kanten-
menge mit minimalem Wert {(n;,n;,nj),(dy ,d},dy))der Ge-
stalt {(n;,a),(c,a)} bzw. {(nl,a),ib,d}} und gleichzei-
tige Flilsse mit Werten v(x!)=1,5, v(x2)=1,5, v(x3)=1,5.
Man folgert leicht, daf in beiden FHllen auch
V(x!,x2,x3)=4,5< c{(ny,n;,n3), (), ,i5)) =5
gilt. Das Erweitern der Kapazit#t der Kante (n;,a) um eine
Einheit wire in beiden Fillen eine (E=6)- zuléissige Kapa-
zitdtsinderung, durch die der maximale FluBwert v(x!,x?,x?®)
nicht erhdht werden kann.Umgekehrt erg#be in beiden Fillen
das Erweitern der Kapazit#t der Kante (a,b) um eine Einheit
eine (¥=5)- zuldssige KapazitH#ts#nderung mit v(x!)=2,
v(x2)=1, v(x3)=2 und v(xl,x2,x3)=5, die den Wert der minimal
trennenden Kantenmenge nicht vergrdfert.

Es ist deshalb sinnvoll, zwischen - und V- zulldssigen Kapa-
zitdtsliinderungen zu unterscheiden. Bellmore/Ratliff [1]

haben sich mit @- zullssigen Kapazititserweiterungen befaft
und auch ein kombinatorisches Verfahren zur Berechnung mini-
maler trennender Kantenmengen fir k Punktepaare angegeben.
Diese Arbeit enth#lt im Literaturverzeichnis auch Angaben
iber Autoren, die sich mit ©- zul#ssigen Kapazit#its#nderungen
fir den Fall k=1 beschiftigt haben.

Filr den Rest dieser Arbeit werden nur b- bzw. V- zulHssige
Kapazitiitserweiterungen betrachtet.

4) Ein Lésungsvorschlag fir den allgemeinen Fall

Sei w:égéwd und wd={w?,..,wg(d)) die Menge aller (elemen-—
taren) Wege von ny nach ﬁé. Sei xg der Betrag des d-ten
Flusses im Weg wg. Die Matrix

P d
1 (i,j)ew
) mit md -{ e

d d
M7 =(m; s 8
o ije 0 sonst

ije
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heift (Kante=-Weg-) Inzidenzmatrix hzgl. nd,ﬁé.

sei M=(Mi,.. ,MK) mit Md=(md,..,md(d)) und m% R®K, sei (a)
d_,.d .4 .d on(d)? 1 kR A"
P ILOP R L TCTRIED D Sl He LA /4 TTE TR L5 L

dann bestimmen die Optimall&sungen der linearen Programme

min p'y bzw. " min o'y
MX  -ysc 5 mixd —yee
_ a=1
EX a¥ %% 3pd (a=1,..,k)
X20, y20 x%0, y20

die gesuchten V- bzw. b= zullssigen Kapazititserweiterungen.
pgR'K beschreibt die Kosten pro Einheit filr die Kapazitits-
erweiterung. Allerdings ist bei den in dieser Form beschrie-
benen Problemstellungen die vorausgesetzte Kenntnis der Viel-
zahl der Wege (der Spalten von M) stérend und ihre Berech-
nung langwierig. Von Vorteil ist hier, wenn man filr den Basis-
tausch einen Teil der durch die revidierte Simplexmethode
mitgelieferten sogenannten Simplexmultiplikatoren zur Fest-
legung von nicht negativen Werten benutzt, die man als Kan-
tenlingen des betrachteten Netzes interpretiert. Zur Uber-
prifung der augenblicklichen Basisl®sung auf Optimalitit

hat man dann k kiirzeste-Weg-Berechnungen (jeweils filr die
Punktepaare nd,ﬁh) durchzufilhren. Einer der die kilrzesten

Wege %9 bestimmenden Vektoren T9 (mit ﬁgjzl filp (i,j):ﬁd,
ﬁ2j=0 sonst) ist dann Kandidat fiir die auszutauschende

Matrixspalte. Der wesentliche Vorteil ist hier, daR man die
grofke Anzahl der Wege (bzw. Spalten von M) nicht explizit
zu Kennen braucht. Bei jedem Austauschschritt ist aber das
Problem der Bestimmung kirzester Wepe, fir das eine Viel-
zahl guter Algorithmen bekannt sind, zu 18sen. Diese Idee
wurde zuerst von Ford/Fulkerson [H] zur Berechnung gleich-
zeitiger Flilsse verschiedener Beschaffenheit mit maximalem
Wert benutzt. Wichtig ist dabei die Auswahl effizienter
Verfahren zur Bestimmung kilrzester Wege (siehe z.B. Dreyfus
[3] oder Hu [11], wo ein Verfahren zur gleichzeitigen Be-
rechnung der kilrzesten Wege zwischen allen Punktepaaren ei-
nes Netzes beschrieben wird ). Die {lberlegungen kdnnen auch
zur Uberprilfung der Existenz k gleichzeitiger Flilsse unter
den gemachten Nebenbedingungen und, falls in den Optimal-
lésungen y=0 gilt, zur expliziten Angabe solcher Flilsse be-
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nutzt werden (siehe auch Gaul [Q]). Die Einbeziehung von
Budgetbeschrinkungen 148t sich nach obigem Schema eben-
falls behandeln. Man erh#lt die Probleme

max EX bzw, minEf:(bd-Edkd)
MX-ygc d=1 “ded-ytc
&,
Py<B ed%d <pd  (a=1,..,k)
=0,y=0 dy<B
x%0,y20

filr die entsprechende {lberlegungen gelten.

5) Reduktionsmiglichkeiten im Fall zweier gleichzeitiper
Flisse

Wihrend in 4) zur Knderung der Kapazit#tsstruktur lineare
Programme herangezogen wurden, kinnen in diesem Abschnitt
alle filr den Fall k=1 bekannten Verfahren zur Kapazit#ts-
dnderung benutzt werden.

In diesem Abschnitt werden Netzwerke vom Typ [P,K,c] be-
trachtet. Filr solche Netze hat zuerst Hu [1ﬂ die GUltig-
keit von

SATZ 2:
V(x%x2)=max v(x%x2)=min c((ni,nz),(ﬁ&,ﬁé))=C<(n1,n2),(61,52»
F2[P,k,c]  S°[P.K,c]

bewiesen und Aussagen (lber die Existenz (bl,be)- zul¥ssiper
bzw. V- zulissiper Doppelflilsse (= zwei gleichzeitige Flilsse
verschiedener Beschaffenheit) angegeben. Rothschild/Whinsten
[1ﬂ ,[14] und Sakarovitch [15] haben sich ebenfalls mit
diesen Problemen befaft und neue und teilweise auch Verall-
gemeinerungen bekannter Resultate angegeben. Dabei be-
schreibt ein Teil der Aussagen Bedingungen, unter denen man
sogar ganzzahlige (bl,hz)- bzw. V- zull#ssige Doppelflilsse
(Filr k=1 genilgt wegen der Unimodularit#t der Inzidenzmatrix
die Ganzzahligkeit der Werte v,b und cij‘) finden kann.
In [P,K,c] heiBt (x®,x?) Doppelflu8, wenn gilt

(1)  Ixtsv? 2

(2)  |x} +1x°l€e
Da die Bedingung (2) den Ungleichungen -csx1+x25c,
—csxl-x2$c entspricht, erhilt man vermittels
(3)  xtedeeler?y  xPe3(el-r?)

Ix"=v
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mit f1:=x1+x2, f2:=x1-x2 die zu (1),(2) Hquivalenten Systeme
If‘1=v1+v2 If2=v1-v2
-esrlse -csf?se
die jeweils ein FluBproblem mit zwei Quellen n,sn, bzw.
ni,ﬁé und zwei Senken ﬁ},ﬁ% bzw. ﬁ},na reprisentieren.
Man filhrt deshalb folgende Netze [Ph,Kh,ch],h=1,2,ein mit
den Bedingungen
PP=Purq,5}, KP=Kui (q,1)]1iePP-qiui (i,8)|ieP)

C, . T
i (1sd)eK ey (i,j)ek
1.2 41 & hd 13 Vel
ch 2 b (1,.1):@}( oder olixd W (i’j)chﬂ{hd
ij d v s a hd ij
b (i,5)ek - C? K 0 sonst
0 (i,j)eKh-( QD thuK)

(M hinreichend groR gewihlt), je nachdem, ob (bi,bz)- Zu-
ldssige oder V- zul#ssige bzw. maximale Doppelflilsse ge-
sucht werden. Dabei haben die Kantenmengen Khd die Gestalt
kM=k21=( (q,ny), () 4801, K12=0(a,uny), (dy,8)) , K22:
{(q,n“z),(nz,s)). Die Darstellung berilcksichtigt auch Soe-
zialf4lle, in denen das Quadrupel (ni’ﬁH’HE’ﬁé) (man beach-
te nd#ﬁh) aus wenipger als vier verschiedenen Punkten besteht.

In solchen Fillen tritt () K"%#@ auf. Es gilt

fim;z 1?'5[1p Ky (y1 p2)40 &= {Fl[Pl’Kl’ci]bla-bz .
L Rt ]
bl Pi[p?,%2,0% 1,2 #0

(i1) Vemax({7|F[P,K,c] #0) &=
V=min(max(¥| F'[p?,k%,c!] ;401 ,max(7| P1[P2, K2, c?] G401

Zum Beweis siehe man Gaul [7]. Der Satz liefert z.B. die
Grundlage filr einen Algorithmus zur Berechnung (bl,bz)-
zuldssiger bzw. V- zulissiger oder maximaler Doppelflisse
(aus Bedingung (ii) folgt FZ[P,K,c] #0&Pi[pl, k1, Y] s0,
Fl[Pz,Kz,czjvim). In dem in dieser Arbeit behandeltenvZu—
Sammenhang ist Satz 3 fir den Nachweis von Aussagen f{lber
Kapazitidtserweiterungen (abgekilrzt :KE) von Wichtigkeit,
Sei vh=max{V|Fl[Ph,Kh,ch]v#m},dann folgt sofort

SATZ 4:

(1) vy¢v, =3y ist optimale, v,- zul#issige KE filr [P,K,¢]
= (yﬂy;)’ist optimale, v,-zuldssige KE filr [Pl,Kl,cﬁ
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(ii) v.>v,=sy ist optimale, v,- zulHssige KE fir [P, K c
1”2 1
— (yﬁyé)'ist optimale, v,- zuldssige KE fir [P
Dabei gelte: y ist KE flr [P,K,clem(y,yy) ist KE fiir
h .h
[p",K
ordnet ist.

,ch] mit Vit =0, wobei i den Kanten aus Kh - K zuge-

Beweis:

Der Beweis folgt aufgrund der Kenntnis von Satz 3 leicht
aus Widerspruchsannahmen. Es wird (i) bewiesen Sei vy €V,
(y,yl) ist optimale, v,- zul&551ge KE fUr [P LK ,ci] .
(y,ya) ist v,- zuldssige KE filr [P K2, ¢c ]==;y ist vy~ zu-
l4ssige KE ftir [P,K,c]. Annahme: § ist vz— zulfissige KE
fiur [P,K,c] mlt geringeren Kosten =3 (y,yi) ist v,- zuldissi-
ge KE fir [P K ,clj mit geringeren Kosten als (y,y1Y
Umgekehrt folgert man entsprechend: y optimale ' zuldssige
KE fir [P, K,c]===§(y,y1)'1st optimale, v,- zulfissige KE

fir [P1 Kl,c ], sonst ergibt sich ein Widerspruch zur voraus-
gesetzen optimalen Wahl von y.

sei uP —Iul,..,u n } die Menge der (elementaren) Pfade von
q nach s in [P",k"7,c"] (fir Pfade miissen im Gegensatz zu den
Wegen die Kantenrichtungen nicht notwendlg in Durchlaufungs-
richtung orientiert seln) und K(u y=x* (u WK (u ) die Kan-
tenmenge von u:. wobei k% (u ) bzw. K (uh) die Kanten in bzw.
gegen die Durchlaufungsrlchtung beschrelbt

+1 (1,5)ek* (u)

h . h _ g ey H h_uh
M -(miju) mit L 1 {i;5)ek (7)) 5, uTeUs,
0 sonst
helﬁt (Kante Pfad-) Inz1denzmatr1x, fthm(h) mit
Z f 'v(f ) —c E m? c?- fir (1 J)EK
# * 1Ju u ij ¥

Flus vom Wert v(fh) Tn kente-Prad. parstellung fir [P7,K7,c"].

Es gibt immer eine Darstellung, in der fiir jede Kante
(1,j):Kh die PfadfluBkomponenten m?ju fg (uthh) gleichge-
richtet, d.h. entweder alle nicht negativ oder nicht positiv
sind. AuBerdem beachte man aas in [P",K",c"] nur in den
Pfaden der Menge U(h)={u®|K(u )C\aJKhduK} PfadfluBkomponenten
1Jufh#0 m8glich sind.
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SATZ 5:

QK K'9%0—y ist optimale (b1,0°%)- bzw. V- zulfissige KE fir
[P K, c]¢==§(y,yh)‘ist optimale b1+b2- bzw. V- zuldssige

KE rur [P",K",c"]

Beweis:

Es wird der Fall h=2 bewiesen. Es sei n1=ﬁé (Entsprechendes

folgert man filr ﬁl:nz. Gilt nizﬁéund d&=n2 gleichzeitig,

lassen sich die {lberlegungen wesentlich vereinfachen.).

Es gilt zun#dchst

1) (y,ya)’z- zul&ssmge KE filr [P K%, e ]==9 (v, y Y ist

z- zulissige KE fir [P » K ,c1]

Fllr 2=7 ist dies unmittelbar einsichtig, denn U(1) enthilt

den Pfad u°={(q, —n2) (né-nz,s)}, und man braucht nur

M=V zu w#hlen. Fir z=b 1ib2 mup u{1)- u, den Durchflufs von

max {b 1,b2} gestatten. Es genilgt zu zeigen:

Ist U=U(n -nz,nl)L)U(ni—nz,n ) die Menge der elementaren

Pfade von n -n2 nach ﬁ‘ bzw. n, mit Kanten in K und ren*

eine U benutzende Kante-Pfad—Flu& Darstellung mit fiir die

einzelnen Kanten gleichgerichteten Pfadflufkomponenten und
£ =b1, f -b2 -c-. ~E:h 2 5(isd)ek

Uln,=f,mY)  U(ng=rf5,ng) J

so folgt durch Umorientlerung der Pfade von U(n1=n2,n2)

(- u bezeichne den aus u entstandenen umorientierten Pfad) fir

U

iju u‘cla i

die Menge
U:U(n1=ﬁ‘2,ﬁ‘1) w U(ne,n1=n“2)«mif\
- ) M 5u ueU(n1=n2,n1)
M. = =
iju _ u( A)
mij(_u) Ue n2 ,ni-na
- ) -
und den Fluf f mit f =f o (usU(n 2, 1i,f ( u)(u:U(nZ,n =A, ))

'Ll
> 'f"u= bt ; f = b2 und
U(n =n2,da) U£n2,21=n2)
Zmijuf S0=h- 0y s Ty € gmijufuz- ;mijufu'ﬁcijwij
U(n1=ri‘ n"")
2’
Zl u u)OE} Z“":L,Jufu}O %
U(n =ﬂ%,ﬁ}) U(n &= 2,nz)
é:;ﬁ. E::m -2 E::m.. ' & C..+y.
{ 7 idu iju £y U(n1=ﬁ;§H29" ijtVij
e F =-Zm . 42 Zm.. £ .5=0;2=Vaa
i ijutu ] ijuu U(n1=ﬁ%fﬁ€) 1.3 %1d
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Entsprechendes gilt fir % m.. f <0.
m )

f ist aber die Reduktion elnes b +b2— zulldssigen Flusses [
fiilr das erweiterte Netz [P ,Kz.c +(y,y2)j s vermittels F
laﬁt 51ch sofort ein b b2- zulldssiger Fluf f filr

[P K ,C +(y v )ﬂ angeben.
2) Nach 1) und Satz 3 folgt: (y) y' Y optimale b +b - bzw. V-
zuldssige KE filr [P2 K2,c%] =3y 151: optimale (b®,b%)- baw.

V- zulldssige KE filr [P X c] , denn die Existenz einer Ldsung §¥
mit geringeren Kosten hitte zur Folge, daB (7% yEY eine b1+b2-
bzw. V- zulissige L&sung fir [P ,Ke,czj mit geringeren Kosten
als (y,yz)' wire.

Die Umkehrung folgt wegen Satz 3 wie im Beweis zu Satz 4,

2

1

Kennt man bei den Ungleichungen

(4) b <c<h1) (fy) 5 d=1,2

(5) z &c ((ng¥n, ) (Apxr’y »

(6) z s {(nwi,) s (pen, )

2 e -~

schon die wg’\rte ¢ <(nd) ,(nd)> , € ((nl*nz),(ni-xn;» .
c((nl*n“?_),(nl*nz)) ,wobei die Operation i%j die Zusammen-
piehung der Punkte i,j zu einem Punkt (mit entsprechender
Kapazititsiinderung) beschreibt, so genilgt zur Uberprifung
der Netze [Ph,Kh,ch] der in [7] bewiesene

filr z:bl-l-tzn2 bzw. 2=V

SATZ 6:

= fiir h=1(2
ey Kh,ch] o =7 gilt (5)((6)) fur h=1(2)
z=bL4p2 gilt (4) und (5)((6)) fir h=1(2)
Die obigen Aussagen beschreiben Situationen, in denen zumin-
dest eine der Bedingungen Fi[Ph,Kh,cﬁjzfm, he{1,2}, z=V oder
z=b1+b2, erfilllt ist, oder in denen aus der Gilltigkeit der
einen die der anderen folgt. In allen diesen F#llen ist die
Angabe einer optimalen (bi,be)- bzw. V- zul#ssigen KE fir
[P,K,c] leicht zu bewerkstelligen.
Man braucht dann eines der filr den Fall k=1 bekannten
Verfahren nur auf dasjenige Netz anzuwenden, filr das noch
Fi[Ph h,c ] =p gilt, bzw. filr das aus der Gilltigkeit von
Fi[PP, Kh,ch+(y,y Y] ,#0 allein schon F2[P,K c+y](b bz)fo
baw. F° [P,K, c+y]vi0 folgt.
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