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W. GAUL

Optimale Weqe bei zeitabhéngigen Nebenbe-

dingungen

Zusammenfassung:
Es wird Uber die Existenz und Berechenbar=-

keit von Wegen berichtet, falls flr den zu-
grundeliegenden Graphen zeitabhingige Neben-
bedingungen vorgegeben sind. Die Nebenbedin-
gungen machen Aussagen {lber die Knderungen
der Kosten- und Entfernungsstruktur und lber
Méglichkeiten der Benutzung des CGraphen zu
gewissen Zeitpunkten. Es werden L8sungsmig-
lichkeiten diskutiert, Rechenverfahren be- .
schrieben und an einem Beispiel erliutert.

Einleitung

Netzwerkprobleme unter Berilcksichtigung zeit-
abhingiger Nebenbedingungen finden in neuerer
Zeit ein wachsendes Interesse. Der {lbergang
zur dynamischen Betrachtungsweise wurde schon
frith von FORD/FULKERSON [7], [8] durch ihre uUn-
tersuchungen {lber dynamische Fliisse begonnen.
Die Berechnung kilrzester Wege mit zeitabhin-
gigen Kantenli#ngen wurde zuerst von COOKE/
HALSEY @] mittels dynamischer Optimierung,
dann von DREYFUS[6] und KLAFSZKY [14] durch
Modifikation des DIJKSTRA[5]- Verfahrens be-
handelt. Erst kiirzlich wurden in HALPERN/
PRIESS [12] und GAUL[10] zus#tzliche zeit-
abhidngige Nebenbedingungen, die Benutzungs-
und Aufenthaltsverbotsbedingungen in den
Punkten und Kanten der zugrundeliegenden Gra-
phen beschreiben, bei der Angabe solcher Weg-
Verfahren bericksichtigt. In der vorliegenden
Arbeit werden die in [10] beschriebenen Er-
gebnisse benutzt, um optimale Wege innerhalb
vorgegebener Zeitperioden zu bestimmen, falls
zus#itzlich Kostenschranken und von den Abrei-
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sezeitpunkbeﬁ abh8ngige Kosten vorgegeben
sind., Dabei kinnen ebenfalls zeitabhingige
Benutzungs- und Aufenthaltsverbotsbedingungen
beﬁﬂcksichtigt werden. Das vorgeschlagene
Verfahren wird an einem Beispiel verdeutlicht.

Formulierung des Problems

Sei G(P,K,1,k) ein schlichter, endlicher, ge-
richteter, zusammenhZngender Graph (ein Netz-
werk),wobei P die Punkte, KePxPW{(i,i)|ieP}
die Kanten, 1;:(t) bzw. kij(t} fir (i,j)ek,
té?:{o,i,...,Tgnicht negative, ganzzahlige,

von der Benutzungszeit t fir (i,j) abh#éngige
Kantenl#ngen bzw. Kosten beschreibt. Ein Weg
von a nach b, a,beP, der zur Zeit te'§in aeP
beginnt, wird durch

w(a,.m) = (Byia,p,0)2 Auga,b,m)? Pucasn, )’
beschrieben, wobei

PW(B.,b,T) = (8=Po;91p---apm‘-‘b):

pyeP, iEIW(&,b,T)={0’1""’m]
die Folge der Punkte angibt, die dabei (in
dieser Anordnung) durchlaufen werden.
(Natlrlich muR dann eine Kantenfolge
Keta,b,1) = £(pgsPy)seeea(Pp_q5Pp))s

(pi,pi’l)ak, 1EIw(a,b,T)“{m} existieren.)
Filr die durch w(a,b,T) realisierten Ankunfts-
bzw. Abreisezeiten .

= (I T T
Aw(a,b,r)'(A (po),gd(pl),...A (pm)) bazw.

—nT IE T

DW(a,b,T)-(D (Po);---:D (Pm_l)) £} D (pi)S';
gilt zus#tzlich

D' (py) > AT(py), S Lt o g RPN ()
AT(po) =T (2)
AT(p,) € T (3)

T Ly T
A'(py) =D (pi_1)+1pi_1pitb (Py_4) ) i
ich(a,b,T)-{O}

Die Wartezeit in p; betrigt Dr(pi)-AT(pi).
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‘Wenn im Punkt p Warteverbote bestehen w4hrend
P
der Zeitintervalle V_= \J[tlk, tzk] £ 0 B0y
ganzzahlig, k=1,...,n(p), f\[tik. 2k] =@, hat
" man zus&tzllch zu beachten \
A (p)e[t k,tpk]=D (p)= A"(p)
EBeAT ()] (iyq) = DY (P)$t] (41

(Intervalle z.B. der Porm -[tP 0 t5 k) kann man
durch [tf k’tak 1] berticksichtigen.)
1(w(a,b, m-Kw::‘. 135 (0F(3))#D" (1)-A" (1)

asbaT)

(5)

ist die L&nge
k(W (2,0,1))D Ky 5 (D (1))+k(AT(1),DT(1)-AT(1))

Kw(a,b,r) f
sind die Kosten von w(a,b,t). Dabei wird zur

Vereinfachung in dieser Arbeit k(.,.)=0 ge-
setzt(siehe auch die Beschreibung von Algo—-
rithmus II).
w(a,a,t) heifit 1- (oder k-)positiver, negati-
ver oder Null-Zyklus, wenn 1l(w(a,a,t)) (oder
k(w(a,a,t))) positiv, negativ oder gleich Null
ist (Zur Vereinfachung und Vermeidung von ne-
gativen Zyklen seien alle dem Graphen zuge-
ordneten Werte nicht negativ.)
w(a,b,t) heift einfach bzw. elementar, wenn
xw(a,b;r) baw. Pw{a,h,r) nur aus verschiede-
nen Elementen besteht. ;
Wegen t+1(w(a,b,1))=ﬂ1(pm) sind nur Wege, de-
ren Ankunftszeiten die Schranke T, sogenann-
te T-Wege, aﬁﬁerdem nur solche, die vorgege-
bene Kosten C nicht Uberschreiten, sogenann-
te C-Wege von Interesse. Sei W (a,b,T) bzw.
N {a,b,7) die Menge dieser T-Wege bzw. C-Wege
wlchtig ist in diesem Zusammenhang die Menge
CT(a,b)zwc(a,b,o)an(a,b.0). Betrachtet
werden folgende Problemstellungen:
I) Suche in WCT(a,b) einen Weg, der gleich-
zeitig zeit- und kostenoptimal ist.

II) Suche in WCT(a,b} einen zeitoptimalen Weg®

III)Suche in WCT(a,b) einen kostenoptimalen
Weg. g

Rechenverfahren

Betrachtet man das Problem
ﬂgy B (b) (6)
mit

&£ =(8"(1),1eP|B (a)=T,

B (j)<min m1nT{1. (t)+t},jeP-{al}

LEn g (i,3)eK teTy
TI:itanaw{a,l,r) mit t+#l(w(a,i,r))=dgt und
[d,t)r1Vi= @} gilt, so hat man immer

#i0 (7
min AT(b) > max BT (b)
W (@,b,7) 2 (8)

£y

Man erkennt sofort, daB BY(i)=1,vieP, eine®-
zul#issige L8sung ist. Zum Beweis von (Q) (fir

1=0) siehe man [10]. Der dort beschriebene Al-
gorithmus zur Berechnung einer Optimall&aung-~
von (6) hat folgende Gestalt: s
Seien oy bzw. Si die Mengen der durch den Al-
gorithmus berechneten Ankunfts- bzw. Abfahrts-
zeiten ftir ieP, sei PSP die Menge der Punk-
te i, fir die zeitoptimale Wege wopt(a,i,TJ
und frilheste Ankunftszeiten ;+1(wopt(a,i,1))
bekannt sind, Ii(P°)=0, falls ieP°,=1, sonst.
Algorithmus I: [
Schritt 0:

Pl—{a} (ETI(‘)-I'a =9,ick), (Bi =0,1eP-1a}),

51-{L1 t]ln gt maxmal mit [1,8)nV,=0},v= 8l
m (i t)=0,icP,te[1,T]n"$ , s=a, h=1
Schritt h:

§ —(dld 1, (t)+t,tey}

m Pei,a)= m &,d)L:((s i ,dedy ,tey

h h
1 iué -B.

eM=min min{dsai}- max
ieP d JeP
1(h+1)(d) BTh(J)+Ij(Ph}-Eh
max BT(h+1)(J)>T ? —> STOP
JeP
PRt 1aph Ui (n))
ith)=b ? —» STOP {t 8NV,

= {d€1|dd\}[t 8] ,teal 8 maximal mit*
lgedle a0l teaggn)

iep-{s}

B (§)— ™" 1(n)ep

1(n)=??

r,ds[t,e] def. Uper T
i#i(h)

m (i,%)
w00 { T )

h+l__h
Y=T - 8% (1) G

s @y =ay

h+1 ‘BiUT i=i(h) . 3
Bianes { B? sonst

s=i(h) , h=h+1 , wiederhole Schritt h

In [10] wird gezeigt, daf das Verfahren eine
Folge von @& -zul#issigen L&sungen mit nicht
fallenden BTh(h)- werten berechnet, die nach
endlich vielen Schritten entweder die Aussage
Wpla,b ,T)=0 (ralls B (b))T gew#hlt werden
kann) oder mit (b)éT {iber einen Rilckver-
folgungsalgur;thmus einen Weg wopt(a,b ,T) mit
minimaler Linge 1(w°pt(a ,b,1)) lieflert, ilber
den man, falls man sich zur Zeit T in acP be-
findet, beP zur Zeit t+1(w°pt(a,b,7)) errei-
chen kann. Dabei bezeichnet m(i,t) Markierun-
gen, Uber die die Rilckverfolgung zur Angabe
eines optimales Weges méglich ist. Hat man
V =@, peP, kann der optimale Weg in der Teil-
menge der elementaren Wege gefunden werden.
Der Algorithmus I bendtigt dann maximal

|P|=1 Schritte. Der Algorithmus wird im fol-

. genden als Hilfsrechnung fir die unter Tl TT 05

III) beschriebenen Probleme benutzt.



Bezeichne w(a,b,T)i fir ie den Teil-
weg von w(a,b,T), Iw(alza;)Zeitpunkt
this nach Py (zur Zeitpunkt A?(pi)) fihrt.
Ein Verbinden von Wegen w(i,p,v), w(x,j,u)
soll mbglich sein, falls p=x und p=A"(p) gilt,
man erhilt w(i,j,v)=w(i,p,v)uw(p,ji,av(p))
mit L(W(i,§,9))=1(w(i,p,v))+1(w(p,i,A" (p)))
(éntsprechendes gilt filr die Kosten).
Bezeichnet G(h)=(P(h),K(h)) einen Graphen mit
bestimmten Eigenschaften, so sei G(h)[i,j,t]
fir (i,j)eK(nh),ted c'F derjenige Graph, der
aus G(h) durch Streichen der Verbindung
lij(t) entsteht, helN, Man braucht zur besse-
ren Unterscheidung noch spezielle Wege der
Form w(h)=(Pw(h),Aw(h),Dw(h)) mit
Pw(h)=(p(h)=Po,p1,...,pm(h)=b) und

Ay (ny= An (Py) L€, (1) 2Dy 1y) = (D (Py ) |11y
-{m(h)}). Mit vorgegebenem C,T erh#lt man den
Algcrithmus II:

Schritt O:

U=@ , V=0 , M=0

Suche wo=w°pt(a,h,o) in G(P,K,1,k) mittels
Alg. I. Als Mdglichkeiten ergeben sich
8%(0)>T wihlbar— Wy(a,b,0)=0 = Wgy(a,b)=0
(STOP)

l(wo)=TosT,k(wo)>C-—agene zu 0.1

1(w )=T $T,k(w, )€C —w,  18st II) (evtl. STOP)

der von a=p

(5]
u={w} , V=U
0.1: w(1)=w, , v(1)=w(1)®, G(1)=0(P,K,1,k),
h=1
Schritt h:
h.1: Suche wy =W, (p;,0,P),p= Ap(py), in

“(h>[PlnPi+1.D (py )], iel S ={m(h)} mittels
Alg. I. Als Mﬁgllchkeiten ergeben sich
BP(p)>T wihlbar — gehe zu h.2

ngt(b)ST, wia,b,0)=vih)uwih) VW

M=Mu {wla,b,c)}

115 F setze i=i+l
he2: 1+1€T,p, {m(n)} ? gehe zu h.1
andernfalls priife wel 18st IT)

M=@ — STOP weV 18st III)
weV 18st I), falls l(wJ=To

M#@-—;Bestlmme Womit 1(f)=min {1())
wel
g v(h)\aw(h\ g;w“ﬂ,h - 151“(h)-{m(h)}

w(W)>C —>gehe zu h.3

k(W)<C,U=0 —U={W},# 18st II) (evtl.STOP
V=U gehe zu h.3

Kk ()<C,U#D ,k (W)2k(w) ,weV — gehe zu h.3

k(w)<C,U#0,k () <k(w),weV — setze V={#}

h.3: M=M-{@&}

G(hi+1)= b(h)[pl,pl,l,D ®)] .

w(h+1)=wps,v(h+1)= v(h)uww(h)*

h=h+1 wiederhcle Cchritt h

Algorithmus IT basiert auf Uberlegungen, wie
sie auch in [1],[3],[6].[9]),[13],[15] bis [18]
benutzt werden. Dabei wird hier davon ausge-
gangen, daB das Brénch and Bound- Verfahren
entlang eines augenblicklich zeitoptimalen
Weges weiter verzweigt. Bei Berlicksichtigung
von Aufenthaltskosten k(AT(1),D7(i)-AT(i)) in
einem Punkt ieP bzgl. eines Weges w(a,b,t) mis-
sen zus#tzlich Verzweigungen unter Einbezie-
hung der Wartezeiten (berpriift werden. Allge-
meiner kénnte man ein Uberdeckungsproblem, wie
es in [2] (und in den Literaturangaben zu [2])
beschrieben wird, anwenden. Vor allem, wenn
mehrere augenblicklich zeitoptimale Wege
existieren (mit den Markierungen m(i,t) aus
Algorithmus I kann man leicht die Menge aller
augenblicklich zeitoptimalen Wege bestimmen)
kann das von Vorteil sein. Welche rechentech-
nischen Auswirkungen sich hierbei ergeben
wird noch untersucht.

Beispiel:

Flr ein Beispiel einfachster Form bestehe der
Graph aus den Punkten P={a,p,q,b}. Seine Struk-
tur sei gegeben durch

fa,p)fa,a)(p,a)(p,alip,h)(q,p)la,b)
0 [3,2 0, 3, 335
gl WETRTE S T bl a s 4,1 4,3 h,5
24 A5 A SRS 2,4 3,5
3 354158 3,3 355
b 253 2,3
5| 3,3 4,6 4,2
6 352 2,8 1,4
7 %2 .7 1,5 B
B 1254 1,8
9 1,5
10

wobei der ersie Wert'die Linge, der zweite die
Kosten ffir die antssprechende Kante bei Be-
nutzung zum Zeitpui?tt beschreibt.Es gelte
T=10. Als Verbotsinfervalle seien reatgelegt
,=01,2], V= (3,610 [8,9], v =[5,9],
Schrltt 0 ergibt
W°=((d;P:ﬂ:QsP;b)3(0.2,3,5,7;5);(1,2,4."::7])
Als weitere Wege gibt es nur noch
wp=((a,p,d,0),(0,3,7,9),(0,3,7))
w11=((a,p,q,b),(0,2,7,9).{1,1,7)}
WIII=((a’Q:PJQJb)J(OJu)ErBsg?3{1'1u15:8))
W= ((2,1,p,b),(0,4%,5,10),(1,5,9))
Die Wegl¥ngen lassen sich sofort aus den znt-
sprechenden Tupeln ablesen. Fir die Kosten
gilt kiw ]=20, k(wI)=15, k(wIILelT, k(wII)=21,
k{wIV) 9. (Fir T=8, C220 wire W, eindeutige
L8sung [ir die Probleme I), TII), III). Fir
T<f oder C<9 existiert flir keines der Probleme
eine L8sung.)
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