Probleme bei gleichzeitigen Fliissen in Graphen

Wolfgang Gaul, Bonn

Zusammenfassung: Es wird fiir den allgemeinen Fall der Betrachtung
von gIeicHzeitigen Fliissen verschiedener Beschaffenheit in Graphen

ein L&sungsansatz diskutiert, der zeigt, wie man die bisher behan-
delten Nebenbedingungstypen zusammenfassen kann. Im Spezialfall
wird fiir die Hu'sche Methode zur Berechnung zweler gleichzeitiger
Flilsse eine Verbesserungsmglichkeit beschrieben, die Rechenauf-
wand und Anzahl der Verfahrensschritte verringern kann. Vergleiche
mit einem eigenen Verfahren werden angegeben. Auf die Verwendbar-
keit der Ergebnisse filr Kapazitdtsstrukturinderungen des zugrun-
deliegenden Graphen wird hingewiesen.

1a Einleitung

Problemstellungen unter Berficksichtigung gleichzeitiger Fliisse
verschiedener Beschaffenheit (engl.: multicommodity flows) finden
ein wachsendes Interesse, wie die (keinen Anspruch auf Vollstin-
digkeit erhebende) im Literaturverzeichnis gelistete Zusammenstel-
lung einiger Arbeiten zeigt. Eine Vielzahl von Arbeiten l&Bt sich
dabeil durch einen gemeinsamen Losungsansatz beschreiben, dessen
grundlegende Uberlegungen schon friih von Ford/Fulkerson [6] for-
muliert wurden. Neben diesen Autoren sei insbesondere auch auf die
Arbeiten von Hu [15],[16] verwiesen, der als erster den Spezial-
fall zweler gleichzeitiger Fliisse in antisymmetrischen Netzen mit
zum Nullpunkt symmetrischen Kapazitiitsintervallen behandelt hat.
Fiir die Hu'sche Methode zur Berechnung zweier gleichzeitiger Fliis-
se verschiedener Beschaffenheit wird in dieser Arbeit eine Ver-
besserungsmdglichkeit angegeben, die den Rechenaufwand verringert
und auch die Anzahl der Verfahrensschritte reduzieren kann, wie
an einem Beispiel verdeutlicht wird. Auf andere Lisungsansétze,
Vergleiche mit bekannten L&sungsméglichkeiten sowie ihre Verwend-
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barkeit fiir Aussagen fiber Kapazit&tsstrukturidnderungen des zu-

grundeliegenden Graphen unter Beriicksichtigung der genannten Ne-
benbedingungstypen wird hingewiesen.

2. Problemformulierung

Beschreibe G(P,K) einen endlichen, gerichteten, schlichten

Graphen, wobei P die Punkte und K< PxP~ U {(i,i)} die Kanten-
1EP
menge des Graphen bezeichnet. Ist G(P,K) (schwach) zusammenhdn-

gend, spricht man auch von einem Netzwerk. Bei der Kapazitdtszu-

ordnung fiir die Kanten von G(P,K) ist allgemein c1,c2 EZRIKI

mit c1 < c2 vorgegeben. Filir diese Arbeit gelte speziell
c1 =0, c2 =cz20 (1)
oder
1 2
- =¢ =¢20 (2)

und zur Abkiirzung seien symmetrische, vollstdndige Kapazitd&ts-
netze, fiir die (1) gilt, mit [P,K,c|, antisymmetrische, vollstén-
dige Kapazititsnetze, fiir die (2) gilt, mit (P,K,c) bezeichnet
(Nichtexistierende Kanten kann man durch cij =0 flir 1i,jeP be-
riicksichtigen.).

Fiir die Darstellung gleichzeitiger Fliisse verschiedener Beschaf-
fenheit hat man mehrere M&glichkeiten:

&l

x = mit x93 e m/Kl (a=1,...,k) beschreibt k gleichzeitige
‘k
X

Fliisse in Punkt-Kante-Form, falls

v(xd) i=n n ,ﬂ\eP,
a. .a a é . ar
JIx® = ¥4, [v]ir= 0 i;énd,nd nd#nd' (3)
e -
o d= 1,000,k

und (je nachdem, welcher Netzwerktyp zugrundeliegt)

fir [P,K,c]
K
) <ce, xzo0 (4)
a=1

fur (P,;K;c)



5ol se (4")
d=1
gilt. Die ausgezeichneten Purkte “d"{\d € P heiBen Quelle, Senke,
v(xd) Wert des d-ten Flusses x°. vix): = § v(de heipt Wert
von x. '] ist die Punkt-Kante Inzidenzmatrix von [P,K,c]| hzw.
(P,K,c).

Sei'a}-rd {w1,...,wg(d, } die Menge der Wege (Pfade) von Ny
nach 5.

a’ 1)
=
x= (5] mit x%= (ooxd T e @ (am1,.,0 be-
X
schreibt k gleichzeitige Flilsse in Kante-Weg (Pfad)-Form, falls
n (d)
L = vixd) d=1,.00,k (5)

und (je nachdem, welcher Netzwerktyp zugrundeliegt)
fiir [P,K,c]

B fomea
JURDS afa i < o w1 Gevered)
d mit a;q = (6)
%y 20 0, sonst
£ir (P,K,c)

k

Z { xi1| =Sy 1. (u.v)sv(wi)

a=1 =1 mit aly =9 -1, (u,v)eR(wy) (6')
xf 20 0 , sonst

gilt. K(wf) = V(wf)UR(wf) sei die Kantenmenge des Pfades w‘ii,
unterteilt in die Mengen der bzgl. der Durchlaufungsrichtung vor-
warts- bzw. riickwdrts-gerichteten Kanten (Flir Wege wf gilt
R(wj_) g.).

mit O° = (ay) heist Ol= (..., 09,...) Kante-Weg(Pfad) Inzi-
denzmatrix f£iir [_P,K,c'] bzw. (P,K,c). Von Nachteil ist, daB sich
wegen der Vielzahl der méglichen Wege (Pfade) eine explizite An-
gabe von X nur fiir Probleme sehr kleiner Dimension als zweck-
midfig erweist.

n Zur Vereinfachung wurde die Bezeichnungsweise nicht ge#indert,

eine Verwechslung ist nicht zu befiirchten.
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Die Hquivalenz zwischen den Darstellungen in Punkt-Kante- und
Kante-Weg (Pfad)-Form folgt leicht aus Uberlegungen, auf die schon
in Ford/Fulkerson [7] hingewiesen wird. Man siehe aber auch

Jarvis [18].

Von Bedeutung sind noch spezielle Kantenteilmengen des zu-
grundeliegenden Graphen. ((n1,...,nk),(ﬁ},...,ﬂk)) C K heiBt
trennende Kantenmenge bzgl. nd,ﬁasP (d=1,...,k), falls sie mini-
mal ist mit der Eigenschaft: 1In G(P,K*s((n1,...,nk),(ﬁ},...,ﬁk}))
sind ng und ﬁg (d=1,...,k) nicht zZusammenhdngend.

C{(n11---rnk)p(n’:l:---lﬁ\k)):= } -
(i;j)E((n1l--:nk)f(ﬁ\a';--rnk))

ist der Wert von ((n1'.-'nk)'(ﬁ1""€k)).

S 4

n1,..,nk;ﬁ},..,ﬁk

Bezeichnet F<P,K,c> die Menge der k gleich-

zeitigen Fliisse, S<P,K,c>

nenden Kantenmengen, wobei fiir die eckigen Klammern der entspre-
chende Graphentyp zu wihlen ist, so gilt natiirlich

die Menge der tren-

max v(x) < min c((na,.-,nk),(ﬁ“,--;g%)) (7)

Ry Ts HY 5 ate i PRI (IS | W
Fep,K, o> 1 kM X gep g o) Jofiiqe s oot

Fir k =1 zeigt die bekannte Aussage von Ford/Fulkerson [7] aie
Gleichheit flir (7), allgemein kann echte Ungleichheit auftreten.

3. L8sungsansitze mittels Spaltengeneration

Im Fall k > 2 ist in der Literatur eine Bevorzugung der Dar-
stellung der Probleme unter Berilicksichtigung gleichzeitiger Fliis-
se in Kante-Weg-Form fiir [P,K,c] festzustellen. Eine Vielzahl
solcher Lﬁﬁungsansatze ldst sich folgendermaBen zusammenfassen:

Sei n= ] n(d) und F: R"xR"™ — R, betrachte
a=1
min F(x,y)
(GF) Ahx + Bhy + Chsh = th h = 1,...0,F

X 2 0, entspr. Annahmen fiir y.
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Bezeichnet I die (entsprechend dimensionierte) Einheitsmatrix, e
den (jeweils entsprechend dimensionierten) Vektor aus lauter Ein-
sen, so erhdlt man aus der Formulierung (GF) den LSsungsansatz
von (a) Ford/Fulkerson [6| zur Berechnung von gleichzeitigen
Flissen mit maximalem Wert (siehe auch Hu [16]), wenn man

F(x,y) = -y, ¥y ¢ R,

Tea, g' =0, cler, t'=e

?=e”, B2 = -1, ¢ =07, ¢2

fiir h

1l
b

[}

L}
n

fir h = 2: A

n
Qo

setzt,

(B) Tomlin [32] zur Berechnung gleichzeitiger kostenminimaler
Fliisse (siehe auch Hu [16]), wenn man

F(x,y) = PTx

flir h = 1: entsprechend wie in (a)
fir h = 2:
. Ah = (OT,..,OT,eT,OT,..,OT), Bh = oT, ch - -1,
1 h _ . h-1
(h=1)-te Stelle t =D (Schranke fiir
filr h=k+1: v(xh-1)J
und/oder
£ir h=k+2: A%*2=eT, BK*2.0T, M2y, 42T (sonranke fur vix))
setzt,
Dabei bestimmt p = (..., I ar; P,,’+++) die Kosten der
(u,v)ek H
Wege wf, Py die Kosten fiir (u,v) e K. Gleichzeitige Fliisse mit

den Nebenbedingungen h = 2,,..,k+1 bzw. h = k+2 nennt man
1

(b',...,b5)~zuldssig bzw. V-zuléissig.

fr) Cremeans/Smith/Tyndall [4], Wollmer [33], Swoveland [30] u.a.
zur Berechnung gleichzeitiger Fliisse unter Resourcenbeschrinkun-
gen (Spezialfall: Kapazitdtsbeschrinkungen), wenn man

flir h = 1 bis h = k+2: entsprechend wie in (B)

fir h = k+2+46: aKT2H _ rﬁs abV y, pk*2+8 _

(u,v)eK
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k+2+6 ]

ck+2+6 =I, ¢t = r (Resourcenvor-

rite) , 6 = 1 ,00e,®

wihlt. Dabei bestimmt R6 = (rﬁg) den Verbrauch der Resource §
durch den FluB xd in der Kante (u,v)eK. Kostenmodifikationen z.B.
der Art pg = ] (p,. + f pG réd) al'y sind durchzufiihren,
i uv “ MV id
(u,v)ek §=1

die zusdtzliche Kosten p6 fiir die Resource § beriicksichtigen. Ein
Wechsel von Resourcen beim Transport der gleichzeitigen Fliisse,
auf den in [4] hingewiesen wird, kann durch Berechnung kiirzester
Wege mit Kantenilbergangskosten (siehe Gaul [10]) beriicksichtigt
werden,

(6) Gaul Dﬂ, wo auf Existenziiberlegqungen fiir gleichzeitige Fliis-
se mittels optimaler Knderung der Struktur des zugrundeliegenden
Graphen eingegangen wird. Betrachtet man speziell Kapazitdtser-
weiterungen (entsprechendes gilt Ffiir Resourcenénderungen), so
kann man

F(x,y) = gTY r Y E mlxl
fir h=1: A =@, ' =-1, ¢’ =1, ¢! = ¢
fiir h = 2 bis h = k+1 und/oder h = k+2: entsprechend wie in (B)

setzen. Dabei beschreibt B die Kosten der Erweiterung. Fiir B > 0
sichert y = 0 die Existenz z-zuldssiger (z=(b1,...,bk) oder
z = V) gleichzeitiger Fliisse.

(e) Klessing [21], Golden [12] u.a., wenn man
F(x,y) stetig differenzierbar

(speziell F konvex [21], F quadratisch, keine Kapazitits- und Re-
sourcenbeschrénkungen [12]) wihlt. Es werden Gradientenverfahren
benutzt, wobei man bemiiht ist, durch Zusatzvoraussetzungen an die
Gestalt von F filir die Folge der entstehenden linearen Teilproble-
me Bedingungen zu schaffen, die die Anwendung der Spaltengenera-
tion (nach Ford/Fulkerson [6]) gestatten. Die Spaltengeneration
wird in allen Fédllen (a) bis (e) bevorzugt eingesetzt, da sie die
Schwierigkeit der expliziten Kenntnis von (X beriicksichtigt, in-
dem sie {iber die Simplexmultiplikatoren Bewertungen fiir die Kan-
ten des zugrungeliegenden Graphens bereitstellt, die als "Lidngen"
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der Kanten interpretiert werden k&nnen. In jedem Iterationsschritt
ist dann eine zum Basistausch in der (revidierten) Simplexmethode
bendtigte Spalte von OL iiber einen Algorithmus zur Berechnung kiir-

zester Wege zu bestimmen. 2)

4. Ergebnisse beim Hu'schen Spezialfall

Der Fall k = 2 gestattet fiir Graphen vom Typ (P,K,c) eine
rein netzwerktheoretische Behandlung. Zwei gleichzeitige Fliisse
seien abkiirzend als DoppelfluB bezeichnet. Es wird die Darstellung
in Punkt-Kante Form (siehe (3), (4')) benutzt. Hu [15] hat als
erster gezeigt, daB unter gieggn Bedingungen fiir (7) Gleichheit
gilt. Ist ‘?(P,K,c):1'n2' 1772 die Menge der ganzzahligen z-zu-
ldssigen Doppelfliisse (z = (b',b%) oder z = vV (siche Abschnitt
3(8))), so enthalten Hu [15], Rothschild/Whinston [277, [28] und
Sakarovitch [29] Aussagen fiir die Existenzbedingung

n,,n,;n. n
Fexe), 212 g,

4.1. Verbesserung der Hu'schen Methode 3)

In (P,K,c) (cijez+, c1j = 0 (mod 2) filir (i,j)eK sichert die
Endlichkeit des Verfahrens) fithrt man zur Berechnung der Probleme
Nyenyify A,

(a) Suche max {Vv| F(P,K,c) # 9}

?

Ry o
(B) Gilt TF(P,K,c) (b, b2) 7 97
FluBwerterhhungen mit dem Ford/Fulkerson-Algorithmus durch
I) bzgl. x' in (P,K,c) bis v(x') oder ¥(x') = max V(e .o
£eF(P,K,c) | 1
2)

Man siehe aber auch Grigoriadis/White [13], Hartman/Lasdon [14],
WO andere Ans#tze fiir die L&sung der (linearen) Problemstellung
vorgeschlagen werden, die m&glicherweise (vor allem bei Problemen
kleinerer Dimension) mit der Spaltengeneration konkurrieren k#n-
nen. Vergleichende Ergebnisse existieren jedoch nicht.

3)Die von der Hu'schen Arbeit abweichende Darstellung des Graphen
durch (P,K,c) hat vor allem rechentechnische Vorteile, z.B. redu-
ziert sie die Anzahl der Variablen xfj auf die HHilfte.
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erreicht ist (Fiir $(x1) <b' ist (B) nicht 18sbar.),

II) bzgl. x° in (P,K,c-|x1]) bis ¥(x°) = max v(£f) -
fs?-‘tP,K,c-Ix”) 2
erreicht ist,

III) Suche nach fluBSverstirkendem Zyklus (v(xz) wird vergrégert)

mittels Markierung von Punktmengen P Pv durch

RI
: 1 2
nzaPR, iePR, (1,3)eX und xij + xij < cij — ngR

1

(8)
2
(3,1)eK und Xgy + X5y > mciy = jep

Rl

n,epP iegP, (1,j)eK und -x1 + xz < e =y JeP.

255y yr e ij ij i3 IEEy (9)
1 2 .

iePy, (j,1)eK und X4y * Xjy > - °y4 = jeB,

Gilt ﬁ}ePR (oder ﬂBEPV)’ existiert ein Pfad wp (oder w;) von n
nach ﬁ;. Gesucht sind iiber solche Pfade bildbare R-V-Zyklen, die
eine FluBdnderung gestatten. Mit

2

x; = min {min {x;i>0| (j,i)eR(wR)}, min {—xlj| xlj<0,
(1,3)eViwg) })
X} = min {min {xlj>o| (i) evup) ), min (-x], | x]4 <0,

(3,4)eR(wy) })

0
n

1 2 .
r = min {min {cij_xij-xijl (i,J)EV(wR)}.

min {cji+x;i+x§i| (j.i)eR(wR)}}

1 2 "
min {min {°1j+xij'x1j| (i,J)sV(wv)},

S

min (ogioxli+xdi | (3,4)eRu) 1)

wird als Schranke fiir die FluBinderung bei Hu

h o= min G day dog )
gewdhlt, Die R-V-FluBdnderung geschieht folgendermafen:
VergrdBerung von x1 entlang Wp um h Einheiten, Verkleinerung von
x1 entlang Wy um h Einheiten, Vergr&Berung von x2 entlang Yo und
Wy jeweils um h Einheiten. Existieren keine R-V-Zyklen mehr, ist
fiir das Problem 4.1.(a) ein maximaler Doppelflufl mit Wert

v(x1,x2J = %(x1) + 3(x2) bestimmt, Gilt v(x1) = b1 und immer
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noch %(xz) < bz, ist das Problem 4.1.(g) nicht l&sbar.
Es gilt:
Es genfigt, h = % min {cR, cv} zu fordern.

Beweils:

Durch die h-Operation wird (x',x%) in (x'(h), x>(h)) {iber-
fiihrt. Durch R-V-FluBidnderungen wird die Eigenschaft (3) nicht be-
einflust (jedoch v(x' (h)) = v(x'), v(x>(h)) = v(x%) + 2h er-
reicht). Es bleibt (4') nachzuweisen. Fiir (i,j)ecK muB man also,
falls (i,j) Element von 1. V(wR)ﬂ R{wv), 2, V(wRJr\V(w
3. R(wR)f\R(wv}, 4, R(wR}f\V(wv), Sy R(wR)‘sK(wv},
6. V(wRJ‘sK(wv), T R(wv)\\K(wR), 8. V(wv)\\K(wR) ist, die Be-
dingung |xlj(h)| + |xij(h)| < c;4 prifen. Es wird lediglich 1.
und 5. gezeigt, in den iibrigen Fidllen verfihrt man entsprechend.

v)l‘

1. Wegen (8),(9) ist

1 . - 2 9 2
h < 7 min {cij xij xij’ cij Xy 4 + xij} (10)
deshalb folgt
 JEN 1 2 | o) 1
a) X4 2 2h =3 |xij + 2h| + ]xijl Xyq + Xg4 * 2h < €45

wobei, je nachdem, ob xfj > 0 oder xij <0 gilt, in (10) der
entsprechend kleinere Wert zu wdhlen ist.

1

1 2 ! 1 2
b) Xg4 < -2h =3 ixij + 2h| + ixijl = |xij| - |xij| - 2h <

< cij

5. Wegen (8B) gilt

1 1 2
h < 5 (cij + xij + xij)

deshalb folgt

1 2 2 —_— 2

a) Xy 2 h, Xyy 2 h = |xij h| + |xij h| = xij+xij 2h < S 5
1 2 . WY

b) xij 2 h, xij < h = i xij xij <

IA

1 2
lxij|+|xij| < ¢4
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2
c) X34 < h, Xj3 2h = |x1j—h| - lxij h|

|

I

"
Land
(=N

+

>
-

L’
A

]
1
g
(e
.
1
®
N
e
+
o
o
7%
0
(v
.

d) xij < h, xij < h =

4.2. Beispiel

Das folgende Beispiel zeigt, daB durch die vereinfachte Wahl
von h nicht nur der Rechenaufwand vermindert wird, sondern auch
eine Reduktion der Anzahl der Verfahrensschritte erreicht werden

kann.

Fig.2

2 Pig.4

Fig. 1 zeigt einen Graphen vom Typ (P,K,c), wobei die den Kanten
zugeordneten Werte die Kapazititen beschreiben. Kanten (1,3) mit

cij = 0 sind weggelassen worden. Fig. 2 zeigt einen nach dem
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Ford/Fulkerson-Algorithmus erhaltenen maximalen FluB x| mit
v(xT) = 6, gleichzeitig gilt

max v(f) o =0
11,0270
fe F(P,K,c-|x'|)
(Die den Kanten zugeordneten Tripel beschreiben die Kapazitéten
und die Werte des 1. und 2. Flusses). Ein Pfad Wp = {nz,b,e,ﬁ}}
und ein Pfad w, = {nz,ﬁ},ﬁa} sind markierbar. Nach Hu wire

h = 2 wegen

mit dem in Fig. 3 gezeigten FluBwechsel. Eine weitere R-V-Zyklus-
Bestimmung wire notwendig, z.B. wieder wp = {nz,b,e,ﬁ}),

Wy, = {nz,ﬂ},ﬁ}}. Mit der angegebenen Modifikation erhilt man wegen
h = % min {cR, cv} = 4 hingegen sofort die in Fig. 4 beschriebene
Endsituation.

Fiir die Berechnung z-zuldssiger Doppelfliisse existieren L&sungs-
verfahren auch in den Arbeiten von Gaul [9] (dort wird eine
andere Optimalldsung des vorliegenden Beispiels angegeben),
Rothschild/Whinston [27], [28] und Sakarovitch [29]. Ihre Verwen-
dung bei LOsungsansdtzen flr Kapazit#tsstrukturdnderungen behan-—
deln Gaul [8], [11] (man siehe aber auch Bellmore/Greenberg/
Jarvis [1|, Bellmore/Ratliff R
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