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llungen beﬁmehteia diea bei‘ der Behmdhmg glmhzem“ger Fl&aae versohledener‘Bemha:L =
fenheit in Netzwerken mit unterschiedlic - Transportstruktur entstehen. Dabei w e?rﬂqn‘NabnnIredmgungen
beriicksichtigt, die Beschriinkungen der Trmspoﬁknp&mtﬁtan und damit der Fluwerte beschreiben. Bs werden

Losungmnoghchkmtan diskutiert, die einen Rliekgnff aul bekannte netzwerktheoretische Methoden gestatten,
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Sei (N, 4, @) ein endlicher gerichteter Graph, wohei N = {1, ..., n} die Knotenpunktmenge, 4 die
Kanten und ¢: 4 — N x N die Zuordnung der Kanten zu den durch sie verbundenen Knotenpaaren be-
schreibt (a — @(a) = (i, §), i,j € N). Sei (N, 4, ¢) darstellbar als Vereinigung von endlichen, gerichteten
schlichten Graphen (N', A%, ¢') mit N' = N fiir [ =1, ..., ¢ (wegen der Schlichtheit ist hier die Zuordnung
¢'(a) == (1, j)' sogar eineindeutig). Fig. 1 zeigt einen Graphen der beschriebenen Form fiir e = 3. In (N, 4, ¢)
bezeichnet dann (iy, %), (g, Tg)% we s (ip Trg1) tm € N, m =1, ..., v 4 1, einen Weg von ¢, nach ... Be-
kanntlich heifit ein Weg einfach bzw. elementar, wenn keine Kanten bzw. keine Punkte mehrmals durchlanfen
werden. Im Gegensatz zum , kiirzesten Weg Problem* (ohne Nehenbedingungen), dessen Lisungen elementar
sind, muB fiir die hier betrachtete Situation die gréiflere Klasse der einfachen Wege beriicksichtigt werden, da
ein Ubergang von («, #)% nach (8, y)¥ grofiere Kosten verursachen kann als ein Umweg (x, 5)%, (£, 6)", (8, 7)™,
(z, B)h, (B, p)¥ (siehe Fig. 2).

Fiir ausgewiihlte Punktepaare ng, %, € N, ng 4= My, ¢ = 1, ..., k, kann man nach den k gleichzeitigen
Fliissen verschiedener Beschaffenheit fragen, die n, bzw. n, als Quelle bzw. Senke (fiir den g-ten Fluf) haben.
Dazu betrachte man die Menge der einfachen Wege wf, o = 1, ..., n(g), von jeweils n, nach Wan 0= Laer 205
Sei 27 = (..., af, ...) € R"® und 2§ der Wert des g-ten Flusses im p-ten Weg, Mit der Kante-Weg-Inzidenz-
matrix W2 mit den Koeffizienten wf sy, = 1. falls (4, j) € wf, = 0, sonst, und der den Ubergang zwischen den
Graphen (NY, 4%, ¢') beschreibenden Matrix U? = (Uhh), wobei die Koeffizienten der Untermatrix Ul die
Gestalt ufsjlie lo,e = 1, falls (7, i) (j, r)s € wg, = 0, sonst, haben, kann man in (N, 4, ¢) die k gleich-
zeitigen Fliisse x = (2, ... , %) = 0 mit W = (W1, ..., Wk), U = (U1, ..., U¥) darstellen durch

We<c, (1)
Uz<b, (2)

wobei ¢: A — R, die Kapazitiit der Kanten, b: B -» R,, Bc A x A, Ubergangsbeschriinkungen in den Punlk-
ten beim Wechsel der Kanten beschreibt. Gilt fiir (s, ..., ¥)" € R’i (bzw. s e Il,) e;x’i =8, g=1,..,k (bzw.
k

Y et =38), ¢g=(1,...,1) € "0, so nennt man x zusitzlich (s', ..., s¥)-zuldssig (bzw. 8-zuliissig). 1, § be-
q=1

schreibt den durch die Fliisse zu befriedigenden Mindesthedarf.

Weiter kann der Einsatz von Hilfsmitteln zum Transport der Fliisse beriicksichtigh werden. Beschreiben
die Koeffizienten {51 baw. h{lylynls der Matrizen H{ bzw. H{ den Verbrauch des m-ten Hilfsmittels,
m =1, ..., f, zum Transport in bzw. Ubergang zwischen den Kanten fiir eine Einheit des g-ten Flusses, so
erhilt man

k k
> HIWzt < B, Y H{Uw7 < b, (3)

=

g=1 g=1

wobei kY, 2 den Vorrat an Hilfsgiitern angeben. Es ergeben sich die Problemstellungen :

1.) Existenz von (&', ..., §%)- bzw, s-zuliissigen gleichzeitigen Fliissen unter den Nebenbedingungen (1), (2), (3).
I1.) Angahe optimaler Losungen, falls Kosten pfi 1 fiir den Transport in und pfi sl le fiiv den Ubergang
zwischen den Kanten, sowie fiir den Verbrauch von Hilfsmitteln (dfi) 7, d{ij Liyn ) gegeben sind.

11T.) Optimale Anderung der Transportbedingungen (z. B. falls 1.) nicht gilt).

Fiir T11.) wird man die Graphen (N', 4%, ¢') als vollstéindig und symmetrisch voraussetzen und Kosten
fiir die Anderung (Erhéhung, Verbesserung) von Kapazititen, Ubergangshedingungen, Hilfsmitteln vorgehen,
worauf hier nicht niher eingegangen werden soll (siche aber [6]). Alle Probleme lassen sich durch den Ansatz
lisen, der im folgenden auf ein Problem der Art IL) (womit automatisch auch Existenzfragen beantwortef
werden) angewandt wird. Man hat z. B. n:gn p’x mit

k k
.= {.r =0|We<e, UsZh, S HWit < hY, Y HURI <2, e = 5%, g= 1, ..., k},
g=1 g=1

wobei mit ala® = (i, )(j, r)r € B gilt

| l
k= -u.';";(,(p,'{ e 52 d,’{’"hﬂ"') + X g (j)ﬁl,,- 4+ N df,f:',-hg!’,',-).
A m=1 B m=1
Besonders stiorend bei einem solchen ,,grofien linearen Programm ist, dafl man zur expliziten Angabe
die Vielzahl der einfachen Wege kennen miiBte. Dekompositionsiiberlegungen, die zuerst in [4], spiter auch
in [2], [9], [11], [12] verwendet wurden und die die fiir einen Austauschschritt in der (revidierten) Simplex-
methode hendtigte Spalte durch netzwerktheoretische Verfahren mittels Berechnung von kiirzesten Wegen
bestimmen (siehe aber auch [5], [7]) kénnen mit entsprechenden Modifikationen auch fiir die beschriebene
Situation benutzt werden.
Durch Zuordnung der Werte 7w € R%4, ¢ R%5, y,v e B, o0 € R* zu den Ungleichungssystemen von §
ergibt sich, dali, falls gilt

! !
ph— X :r:?,'{.(:r,. + ¥ h,',’"'y,,,) — X uhiay, (A,,s,,: + 3 hg!’,‘,mm) — gt <0,
B m=1

A m=1
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die dem p-ten Weg fiir den g-ten Fluli zugeordnete Spalte zur Pivotisierung benutzt werden kann. Eine solche
Spalte kann iiber ein Verfahren, beschrieben in [1] und [8], berechnet werden, das kiirzeste Wege unter Beriick-
sichtigung von Ubergangskosten liefert. Als Lisungen konnen auch einfache Wege auftreten. Man benétigt
entweder ein dem urspriinglichen Netz zugeordnetes Pseudonetz ([1]), in dem man kiirzeste Wege ohne Neben-
bedingungen sucht, oder man ordnet Kantenpaaren a’a® der Form a' = (x, f)h, (f, y)'* = a® Werte
tal, at) = pf — @ + X RGN (AE" — Um) + Dhar — Awar + X Rias(diia: — vm)
m m

71, wobei (damit keine negativen Zykel auftreten kinnen) auf mp < 0, dpage = 0, ft, ¥ = 0 und ¢? = 0 zu
achten ist (andernfalls Wahl des zur zugehdrigen Slack-Variable gehorenden Vektors in die Basis).

Durchfiihrung des Verfahrens bedeutet dann, einen der bekannten Algorithmen fiir kiirzeste Wege ohne
Nebenbedingungen auf die Kanten (statt Punkte) anzuwenden. Gilt min 37 #(a!, a*) = 0%, ist das Optimum

d’n'mg

erreicht, andernfalls miissen bei jedem Iterationsschritt maximal & kiirzeste Weg-Verfahren vom Typ [8]
durchgerechnet werden. Gilt ¢ = 1 (es fallen dann die die Ubergangsheschrinkungen beschreibenden Unglei-
chungen weg) und beriicksichtigt man keine Hilfsmittelbedingungen, erhilt man die in [11] beschriebene
Problemstellung.
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