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Zeit- und Kostenoptimierung von Bottleneckwegen
W. Gaul und J. Hartung, Bonn

Zusammenfassung: Es wird die Einbeziehung mehrfacher Bewertungen bei Wegpro-
blemen behandelt, wobei eine zeitabhdngige Graphenstruktur berficksichtigt wird.
Insbesondere sind neben Zeitoptimalen Wegen mit zeitabhfngigen Kantenbenut-
zungsdauern Wege von Interesse, deren maximale Kantenbenutzungsdauer Einschrén-
kungen unterliegt.

Unter zusdtzlichen zeitabhdngigen Kostenllberlegungen werden Rechenverfahren
angegeben, die (funktional-) effiziente Lésungen (im Sinne der Vektoroptimie-
rung) unter Nebenbedingungen bestimmen k&énnen. Ein Beispiel ist zur Verdeut-
lichung beigefiigt.

Einleitung

Eine Vielzahl von Problemformulierungen aus dem Operations Research Gebiet
erlauben die Anwendung graphentheoretischer Uberlegungen. Dabei vergréBert eine
Beridcksichtigung zeitabhdngiger Anderungsméglichkeiten bei der Modellwahl na-
tirlich den Realitédtsbezug. Als erste haben FORD/FULKERSON [4,1958] fir FluB-
probleme dynamische Aspekte durch Einbeziehung von Benutzungsdauern fir die
Verbindungen im FluBigraphen betrachtet. Wegprobleme mit vom Benutzungszeitpunkt
abhidngigen Benutzungsdauern haben zuerst COOKE/HALSEY [1,1966] mittels dynami-
scher Optimierung formuliert, weitere Ansdtze DREYFUS [},1969] mittels Modifi-
kation des DIJKSTRA [2]-Verfahrens und KLAFSZKY [11,1972]. Die Berlicksichti-
gung zusdtzlicher zeitabhingiger Benutzungsverbote fiir Wegprobleme findet man
bei GAUL [6,1975], HALPERN [8,1977| und HALPERN/PRIESS [9,1974].

In der vorliegenden Arbeit wird fiir zeitabhingige Wegformulierungen eine Be-
ricksichtigung mehrerer Zielkriterien angestrebt. Dabei ist auf eine Ausnutzung
des Konzepts der Ersatzprogramme (siehe z.B. HARTUNG [10,1974],KDSMDL [12.197ﬂ)
verzichtet worden, (obwehl Algorithmus II eine solche Formulierung zulieBe),
weil die fir eine dann erforderliche Transformation der verschiedenen
Bewertungskriterien (z. B. Kosten des Weges, Zeitdauer des Weges) auf

ein gemeinsames Bewertungskriterium bendtigte Information (Vorbewertungen)
stark problemabhdngig und hiufig a pricri nicht erhdltlich ist. Unter Beriick-
sichtigung einer sinnvollen Vorgabe von Schranken fir die Einzelbewertungen
wird deshalb die Angabe aller ((funktional)effizienter) L&sungen in dem durch

die Schranken definierten Kegel ermdglicht, wobel der Entscheidungstrdger aus
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dieser Lésungsmenge dann diejenige ausw&hlen kann, die seiner (aufgrund der
Kenntnis der L&sungsmenge a posteriori méglicherweise besser erhdltlichen)
Priferenzstruktur entspricht. Ein Beispiel ist zur Verdeutlichung beigefdgt.

Problemformulierung

Sei G(P,K,l,c) ein schlichter, zusammenhingender, gerichteter, endlicher Graph
mit der Punktmenge P und der Kantenmenge K. Far "§= {0,1,..,T} (T Beobach-
tungsgrenze) seien 1:Kx1ﬂ—R+ bzw. c:Kx1h>R+ Bewertungen, deren (positive,

(t) die Benutzungsdauer bzw. die Benutzungs-

ganzzahlige) Werte lij(t) bzw. cij

kosten fiir die Kante (ij)€X in Abh&ngigkeit vom Benutzungsbeginn ttt{ im
Punkt ieP bestimmen (Ist eine Benutzung zum Zeitpunkt t nicht mag}ich, gelte
zZu.

(t)=c, (t)==). Filr a,beP, tc 'F, kann ein Weg von a nach b, der Zeit te ¥ in

14y i3

a beginnt, eindeutig beschrieben werden durch
W(albff)=(Pw(a,b'T)l Rw(a.b,r}' Dw(a'b'_”)

wobei

={0,1,..,m}

= (a':Po 1P1r-‘rpm"=b)r Piepl iEX

Pyla,b,m) wia,b,t)

die Folge der dabei (in dieser Anordnung) durchlaufenen Punkte,

= 1% T
nw(a,b,r) = (A (Po)l-"O!A (Pm))
B T T
Dy(a,p,1) = (@ (B)resD By 4)) D (py2e'F,
die dabei realisierten Ankunfts- bzw. Startzeiten fir die Punktfolge Pw(a 1)
L
angibt, fir die natdrlich
T T
(1) D % A
) T(pi) F (Pi) iBIW(a,b,T)\{m}
(2) A (po) =1
(3) a%(p) g1
T, " T T
(4) A (Pi) SRR (P1_1)+1 (D (pi_l)) lEIw(a,b,T)_{O]

P _4P

i-174
gelten muB. Die Differenz DT(pi)-AT(pi) beschreibt die Wartezeit in Py- Falls
im Punkt peP Warteverbote bestehen wdhrend der Zeitintervalle

n(p)
- P P P P
v - k:{ [tlk't2k]’ tlkﬁtZk(<t$(k+1) falls n(p)>1)

so hat man, falls fiir einen Weg w(a,b,7) die Beziehung p;=p erfillt ist, zu-
sdtzlich zu beachten
(5) ¥ (p) = AT (p) A% (p)ev

falls P

T P P ont P
® o' < ] ., o P P (ea)

Es interessieren nun Wege, fir die die Bewertungen
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(7 1l(w(a,b,7)) = max , (0" (p,))}
iEIw(a,b,tf-{m} i¥i+1

2 - T T T
(8) 1°(w(a,b,T1)) IEI a.{m§p1P1+1(D (piJ)FD (Pi) A (Pi)
wla,b, 1)

T P - T o

’ §p1p1+1(n (pi))+qﬁn (pi).D (P1) A (piJ)
m

[}

(9) c(w(a,b,1))
€T, (a,b, 1)
minimal werden, bzw. gewissen Schranken LI,LZ—T,C geniigen, socgenannte
Ll-,12- pazw. C-Wege. Bei der hier benutzten Problemformulierung gilt sinn-
vollerweise LISLst, aus (4) und (B) folgt auBerdem fiir L2-Wege
(10) 12(w(a,b,1)) = A" (b)-1 ¢ L2-1
Mit 51(...] kann man Wartezeitkosten in p, bericksichtigen.
ll-minimale Wege seien als Bottleneckwege bezeichnet (weil "groBe" Kantenbe-
nutzungsdauern Transporthindernisse darstellen kénnen, siehe auch [5]), sie
sind von Interesse, wenn die Benutzungsdauer von Verbindungen zwischen zwei
Punkten einschrinkenden Bedingungen geniigen muf. Daneben ist natirlich eine
Optimierung der Bewertungen 12 und c winschenswert. Dabei wird man sich manch-
mal mit
I) 11-09timalen L2-C-Wegen
II1) 12—optimalen Ll—C-Weqen
III) c-optimalen LI—LZ-Wagen
begnigen (Man beachte: Die Ldsungen von I,II,III brauchen nicht effizient zu
sein.).
Im folgenden wird es von Vorteil sein, mehrere Wege zu einem Weg zu verbinden.
Aus w(i,p,v), w(x,j,u) erhalte man
(11) w(i,3,v) = wii,p,v)ww(x,3,1) falls p=x und A" (p)=p
Weiter bezeichne w(a,b,r)l Dbzw. w(a,b,T)i] far iEIw(a,b,T)
von w(a,b,1), der von a=p_ (zum Zeitpunkt 1) bis nach Py (zum Zeitpunkt Attpin
&mw. von p, (zum Zeitpunkt AT(pi)) bis nach b (zum Zeitpunkt AT(b)ﬂ fihrt.

den Teilweg

Rechenverfahren
Bezeichne W(a,b, 1) die Menge der Wege w(a,b,T) in G(P,K,1,c), hinzugefiigte
nach unten gestellte Schranken -Indices die Teilmengen vom entsprechenden Be-
schrankungstyp,speziell sei W, 2(a,b, 1) die Menge der L2-Wege in G(P,K,1,c).
Zuerst soll die Frage nach der Existenz solcher Wege untersucht werden.
Wegen der durch die Berilicksichtigung dynamischer Aspekte bedingten aufwendi-
geren Anschrift fir Wege ist es sinnvoll, das folgende Problem zu betrachten
(12) max BT (b)

T
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mit

& :=(8"(4), iep[BT(a)=1, B'(§) & min  min {1
(1,3)eK teTi

j(tl +t}, jep-{a}}

wobel

T, Ti={tet | T w(a,i,1) mit 1+1%(wla,i,7))=dst und [d,£)"\V;=g} die Menge der
Zeitpunkte angibt, in denen eine Ankunft(bzw. ein Aufenthalt)im Punkt i nach
einem Start von Punkt a zum Zeitpunkt T mdglich ist. Es gilt

Lemma 1:

(1) Hto

(i1) min A" (b) 3 max B' (b)
Wtha,b;T) #T

(444) a;u(b)n"—)sz (a,b,t) = @

(iv) a;u(b)r.:?'—)a W, (a,b,T) €W 3 (a,b,T) mit Al(b) = B _(b)

Bewels:
(1)  Wegen 1, (t)eR, kann man B' (i)=t1 fir alle ieP w&hlen.
(14) Wz (a,b,T)=f ergibt min A" (b)==3 max B' (b),
W 2 (a,b,T) &
andernfalls gilt fir w(a,b,t)eWLz(a,b,T) und BTE ﬂ; (wegen (4) und (12))
T T T T
A (b)=A (p )=l (D' (p__,))+D (p__,) 2
L - m-1 m-1
> min {1 () +t}zmin min {1, (t) +t}zB" (1.-.m)=3T (b)
et Pp-1Pp (1.p,) eK teTI P

m-1

(ii4) B;ax(b)‘-vl..z und W ; (a,b,T)#% ergibt wegen (ii) die Beziehung AT (b)>12 im
Widerspruch zu (10).
(iv) sei PP={i£PkLpJaK} filr peP. Wegen B;axei&T hat man

B' L (P)¢ min min {1

ns (1,b)ek  teT]

T T = 2
toeTio mit Bmax(b)—liob(t03+to(sL 7. Anderfalls wére

(t)+t}.Es muB gelten: Es gibt iozP und

ib b

T
Bm(b)>r..2 wihlbar. Dann gibt es aber w(a,i_,7) mit

12(W(a;i°eTJ)+t=d(to und deshalb
wota.b,11=wta,l°,1)\d((io:b).(d.B;ax(b)).(to))

Man braucht also einen Algorithmus zur L&sung des Problems (12). Wegen Lemma

1 wird dadurch nicht nur die Frage nach der Existenz eines L2-Weges beantwor-
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tet, sondern dartberhinaus, falls W alab,t)#@ gilt, ein zeitoptimaler L2-Weg
gefunden. Ein solches Verfahren ist (fiir den Spezialfall t=0,der eine Verall-
gemeinerung auf die hier betrachtete Situation zuldft) in [6] und [7] beschrie-
ben. Brauchen keine Warteverbote beriicksichtigt zu werden (V =¢ fir ieP), so
kénnen nach |P|—1 Schritten als Lésungen sogar zykelfreie L&sungen gefunden
werden. (Siehe aber auch [1],[3],[8].[91,[11]). Die Kenntnis eines solchen
Verfahrens, kurz Basisverfahren genannt, wird fir die folgenden Uberlegungen
vorausgesetzt. Erfiillt ein so gefundener Weg die Schranken L! und C, hat man
schon eine L&sung von Problem II.

Sei nun G 1(? K;1l,c) der Graph, der aus G(PF,K,1,c) durch Streichen der Verbin-
dungen .‘Lij(t)>L1 ((i,i)eK, te'?) entsteht. Die Uberpriifung ven W, 1(a,b T) #+¢
(man setzt L ~T) ermSglicht der

Algorithmus I:

Schritt O: Setze L(o)=o, N=@.

Suche w°=wopt(a,b,r} im GL1_L(°)(P,K,1,C) mittels Basis-Alg.

Bax (P)>T —> W ) (a,b, 1) =@ — STOP
. 1

N={ W lh(w )}
L(1)=L1-(11(w0)—1) ¢ h=1

Schritt h:

Suche wh=w°pt(a.b,1) in GLl—L(h)(p'K'l'C) mittels Basis-Alg.

B;ax{b) >T—3STOP (N enthilt Ldsung)

= 1

N {Wh.rl ‘wh))}

L:h+1)=r.1-(11(w )-1) , h=h+l , gehe zu Schritt h.

Endet Alg.I nicht schon im O-ten Schritt, gilt W ;(a b, 1)## und man kann einen
—optimalen (Bottleneck-) Weg finden.

Erfillt ein so gefundener Weg die Schranken L2,C, hat man schon eine L&sung

von Problem I.

Zur Einbeziehung von Kostengesichtspunkten benutzen wir zur besseren Unter-

scheidung fir Wege w(h) (h Iterationsindex) die Bezeichnungsweise

w(h)=(Pwth) P ) Dy (py) mit Poth)=BorPLeee. *Pr(hy) T my={0:1se.. min)}

Awth)=mh(pi)’iﬂw(h))' Dy (h)= Py (Ry) rdel, wihy~ (mm h.

Sei mit G[},j,t] derjenige Graph bezeichnet, der aus einem Graphen G(P,K,1l,c)
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dufch Streichen der Verbindung 1 ij(t} ((1,9)eK,te'?) entsteht. Die Angabe von
kostenoptimalen L&sungen (man setze 12=7) ermdglicht der
Algorithmus II:
Schritt O: Setze U=@, M=@.
Suche v?ozrwopt(a,b,-r) im G(P,K,l,c) mittels Basis-Alg.
B _(b)>T —3 W_(a,b,1)=p —3 STOP
max [+
c(@obc —-> gehe zu 0.1

~,
U= {wo}

0.1: w(l)=w, , vin=w(1)®, 6(1)=6(P,K,1,c), h=1

Schritt h: Setze i=0.
h.l.:

Suche whiwopt(pi,b,p), p:Ah(pi) , im G(h) [pi.pi+1.Dh(pi)] ' pi’pi+1epw(h) '

mittels Basis-Alg.
(+]
Bmax {b) >T —a>gehe zu h.2

wia,b,t)=v(h) v w(h) ‘v Vi

M=Mw {w(a,b,T)}

h.2: i+1|-:1w(h)\{m(h) }=—> i=i+1, gehe zu h.1
Priife M, M=¢ —» STOP (U enthdlt L&sungsantwort)
A oy h)
Bestimme W, =v(j (h))Vw(j(h)) Y Wy )4 (h) ,i(h)alw(j o {m(j(h))},j(h)gh,
mittels 12 (%)=min 1 (w)
weM

C(\:l;l) >C—>gehe zu h.3

U=¢g —> U={|5;1}, gehe zu h.3

U#B, ¢ (d) <c (w) wetl —> U={&} }
h.3: M=M\-{\§L}

G(h+1)=G(j(h)) [pi(h) * Pin)+1'P5(m) (P4 (n) ’]

i(h)

wih+l)=w v(h+1)=v(j(h))ww(j(h))

jhim’
=h+1, gehe 2zu Schritt h

Fir Algorithmus II in der hier angegebenen Form ist 'E"SAT (pi) ,DT (pi)-AT (pi))EO

(siehe (9)) vorausgesetzt worden, um eine aufwendige Zykleniiberpriifung bei

Vorliegen von Wartezeiten zu vermeiden (Es bleiben dann dadurch héchstens L&-
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sungen unberiicksichtigt, fiir die man schon "nicht schlechtere" kennt.) .Endet
Algorithmus II nicht schon im O-ten Schritt, kann man, falls U#@ gilt, einen
c-optimalen Weg finden. Erfillt ein so gefundener Weg die Schranken Ll,12
(Dies 14Bt sich immer erreichen, wenn man T durch L2 und G(P,K,1l,c) im O-ten
Schritt durch GthPgK,l,c) ersetzt.), hat man eine L&sung von Problem III.
Algorithmus II modifiziert Uberlegungen zur Berechnung k-kiirzester Wege (siehe
z.B. LAWLER [13.1976]) unter Berficksichtigung dynamischer Gesichtspunkte. Man
dberlege:

Sei M(h) die im h-ten Schritt berechnete Menge M, bevor Operation h.3 durchge-
fihrt wird, sei W(v(p),w(p) ,G(p)[bi.pi+1,n (pi)]) die Menge der Wege der Ge-
stalt w(a,b,1) in G(p)[pi.p“l.n (pi)] 'PyiPy (R 1o die mit vip)uwip)

ie w(p) ~{m(p) }, beginnen. Fiir \I {p,1) ;pgh (hz1 Iteratlonsindex).lel ;~{m(p)}.
mit Wy (1,4)=W(v(l), w(l) ,Gm[p ,pi+1,D](pi]']) und

W, (p,1) pgh,p#d (), 1#ilh)
(13) Wy (o) =4 ¢ p=3 (h) ,i=1 (h)
p = h+l
W(V(h"‘l)awth"'l]irﬁ(h"'“[Pipi+1'nh+1(P1)] fel gy~ (mheD) ]
w

und

(14) M=\ \_) Wyplp,i)
pgh ieIw‘p’J\ {m(p)}

gilt
Lemma 2:
(1) Wh(p1,i13r\k%(ﬂzaiz)=¢ far (p1,i1)#(p2,13)

(1) Mm)C M
@in walj Ry =g
v=o

Beweis:

(1) Man sieht unmittelbar
(15) Vh(p,iljnwh(p;i2)='¢ flir i]#iz

Fdr h=1 liefert (15) schon (i). Unter Annahme der Giltigkeit fiir h braucht man
fir h+l wegen (13) und (15) nur z.B. \J 1(h+1 i) und h+1(p,j) fir pgh, pfi(h),
j#i(h) zu Oberprifen. In diesem Fall gilt aber Vh+1(p,j) W'(u j) und W (h+1 e
cWh(j(h),i(h)L
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(11) Fir h=l gilt M(1)=U{v(1)uw(1}iu wi e \Jvi, 1) = my.
iex . ~{m(1)} iel ~{m(1)}
w(1) w(l)
Aus der angenommenen Giiltigkeit von (ii) fir h folgt
M(h) ~jf1eM S (W (3 (1) ,1(h))}, denn wegen (i) gilt

weM (h)~{@ }%wﬂh(j(h) yi(h))

Dann folgt £ir h+l aber M(h+1)=M (h)*»{w }UU{V(h-!'l)u w(n+1) ‘-""h+11} =
16T, a1} ~{m(h+1)}

e Mh\{Wh(j(h),i.(hH}uU{V +1 (B, i} =M

wih+ 1}'- {m(h+1)}

(iii) Man hat M1n{@ }=@. Bei angenommener Giltigkeit von (iii) fir h erhalt
man fdr h+l mit der entsprechenden Aufspaltung wie unter (ii)
(Mh‘-{\rfh(j (h) ,i(h) } v U{‘nfh_‘. (h+1, i))n(u {'-'u}v{w H=¢
igl -.{m(h+1)] py=o0
w(h+1)
wenn man die entsprechenden Uberlegungen filr die einzelnen Durchschnittsterme

beachtet.

Da wegen der eingangs angeschriebenen Voraussetzungen lber die Struktur der be-
trachteten Graphen nur endlich viele Wege zur Verfiigung stehen, ist Algorith-
mus II wegen Lemma 2 endlich. Dabei ist eine Reduktion der Schranken L!,1? baw.
ein Abbruch des Verfahrens nach Kenntnis einer suboptimalen L&sung, die einer
geeigneten Kostenschranke geniigt, empfehlenswert. Bei der Anschrift von Algo-
rithmus II ist auf die Einbeziehung eines Hilfsverfahrens zur Markierung effi-
zienter Punkte verzichtet werden, weil der Algorithmus in der vorliegenden
Form prinzipiell auch auf ein Ersatzprogramm anwendbar wire (bei Kenntnis der
transformierten Kostenvorbewertung). Entsprechende (Effizienz-) Markierungen
k&nnen jedoch leicht beriicksichtigt werden (z.B. durch komponentenweisen Ver-
gleich). Zur Verdeutlichung dient das folgende

Beispiel:

Fiir ein Beispiel einfachster Form bestehe der Graph G(P,K,1,c) aus den Punkten
P={a,p,q,b} und den Kanten K={(a,p),(a,q),(p.a].(Prq);(p,b),(q.p).(q.b)}- Sei
T = 10. Die zeitabhingige Entfernungs- und Kostenstruktur sei gegeben durch
die folgende Tabelle, wobel der erste Wert die Benutzungsdauer lij(t), der
zweite die Kosten ¢y (t) fiir die entsprechende Kante (i,j)«K bei Benutzung

ij
zum Zeitpunkt t beschreibt (Fir fehlende Wertepaare existieren keine Verbin-
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Kanten (a,p) (a,q) (p,a) (p,a) (p,/b) (g,p) (g,b)
-_-_-—'_———__
Zeit t o 3,2 4,2 3,3 3,5
1 1.4 3,2 2,3 4,1 4,3 4,5
2 1,3 5,4 1,4 2,4 3,5
3 3,1 4,6 3,1 3,5
4 2,3 2.3
5 3,3 4,6 4,2
6 5.2 2,8 1,4
7 3,2 3,7 1,5 2.7
8 2,4 1,8
9 1,5
10

dungen.). Als Verbotsintervalle flir Wartezeiten in den Punkten seilen (V;-[i,z],
v =[3.6]u [8.9], vq=[5,9], Vy=# festgelegt.

Bel Vorgabe geniligend groBer Schranken L334, L2=7, C221 findet der Algorithmus
II die Lésungen (geordnet nach den Ankunftszeiten, die aus dem letzten Wert
des zweiten Tupels abzulesen sind)
wi=((a,p,a,q,p,b),(0,2,3,6,7,8),(1,2,4,6,7)), 1 (w1)=2, 12(w1)=8, clwy)=20
wp=({a,p,q,b),(0,3,7,9),(0,3,7))

11(wp)=4, 12(wp)=9, c(wp)=15

way=((a,p,q,b),(0,2,7,9),(1,32,7))

11 (w3)=4, 12(w3)=9, c(w3)=17

wy=((a,q,p.,q,b),(0,4,6,8,9),(1,4,6,8))

1 (wy)=3,12 (wy) =9 , c(wy)=21

ws=((a,q,p,b),(0,4,9,10),(1,5,9))

1! (wg) =4, 12 (w5)=10, c(wg)=0

Aufgrund der Algorithmusstruktur wirkt sich vor allem eine Reduktion der
Schranken L!,L? rechenaufwandverringernd aus.

Wahlt man L'=3 (und L?=T, C321), findet der Algorithmus (die in der Graphen-
strukturtabelle unterstrichenen Werte fallen dann heraus) in 2 Schritten die
Wege wj und wy. wy wird als nicht effizient verworfen, wy ist in diesem Fall
perfekte L&sung.

Wahlt man Ll34, 12=9, C=20 erh&lt man wy,w;,w3. w3 wird als nicht effizient
verworfen, w; 18st I und II, w, l&st III.

Wahlt man 9¢C<15 (und L!=4,L2=T) hdtte der Algorithmus trotzdem auch
Wls...sWy zu berechnen (und als nicht zul#ssig zu verwerfen). ws ist in diesem

Fall perfekte Ldsung.
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