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Zur Lisung von Wegproblemen mit zeitabhiingigen Beschriinkungen

~ Sei G(P, K, 1) ein endlicher, gerichteter, schlichter Graph, wobei P die Punkte, K ¢ P X P — |J {(7,7) | i € P} die
Kanten und [ fiir jede Kante (7, j) € K von der Benutzungszeit ¢ abhiingige Kantenlingen [;(t) beschreibt. Zur
t Vereinfachung wird l;(#) nicht negativ und ganzzahlig und te T = {0, 1, ..., T'} vorausgesetzt. Man betrachtet
Wege von a nach q, a fest, a, q € P, die sich beschreiben lassen durch

w(@, §) = (Puga, g Auwta, 0 Dutar o)) »
wobei

PW(G-!)‘:(a‘=Pn’P15-":Pm=Q): pie P, I:GIw(g,q_)={0;1:mnm}'
' 21*
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die Folge der Punkte angibt, die dabei (in dieser Anordnung) durchlaufen werden (natiirlich muf dann eine Kanten-
folge

Kw(a.q) == ((pm P1)s 50 5 (Bm=1; ?m)) mit (Pir Pit1) € K, 1€ Iw(a.q) s {'m} ,
existieren). Fiir die bzgl. dieses Weges realisierten Ankunfts- und Abfakriszeiten Ay, = (A(po)s e » A(m))s
Diia,qy = (D(Pg)s o » D(Pm—1))s D(pi) € Ty 7 € Lioa, gy — {m}, mub gelten

D(py) = A(pi) i € Lua,p — {m}, (1)
Apn) =T, A(py) = 0, (2)
A(P:) = D(P‘i-—l) ) zpf_uu (-D(pv—l)) ] 1€ Im(u.r;) — {0} . (3)

Die Differenz D(p;) — A(p;) beschreibt die Wartezeit in py.

Wenn fiir gewisse Punkte p € P Zeitintervalle definiert sind, in denen Warteverbote bestehen, z. B. in der
Gestalt Vy, = U [k, 5], i1, t5y ganzzahlig und so gewiihlt, dal N [y, 5] = 0, k = 1, ..., n(p), hat man zusitz-
lich zu beachten

A(p) € Vy=> D(p) = A(p) ,
B < A(p) < g+ => D(p) < B4y »
(Intervalle z. B. der Form [y, t§;) kann man durch [, 5, — 1] beriicksichtigen).
Existiert keine Verbindung von ¢ nach 4, 4, j € P, zum Zeitpunkt ¢, sei ly(t) = M > T gesetzt. Die Liinge von
w(a, q) ist gegeben durch
I('w(a, 9)) = A5 lpmn(D(Pl')) + D(py) — A(py) .
Tu(a, )~ (m}
wla, a) heibt positiver, negativer oder Null-Zyklus, wenn l(w(a, a)) positiv, negativ oder gleich Null ist (negative
Zyklen konnen wegen der speziellen Wahl von I nicht auftreten). w(a, ¢) heibt einfach bzw. elementar (zykelfrei), wenn
Ka,g bzw. Py, nur aus verschiedenen Elementen besteht. Wegen I(w(a, ¢) = A(p,) sind nur durch 7' be-
schriinkte Wege von Interesse. Fiir ¢ = b sei Wy die Menge dieser Wege von a nach b. Gesucht wird ein zeitoptimaler

Weg wqpi(a, b) in Wy. Da die Handhabung der GréBen eines einen Weg definierenden Tupels mitunter umstindlich
ist, betrachtet man das Problem

(4)

max B(b)

unter den Nebenbedingungen
B(a)=10, )
B(j) = min min {l;(t) + 1}, je P—{a}, (6)

(@ )eK €Ty

T,= {te T|3w(a, ¢) mit (wa, q)) =7t und [r,{)n V, =0},

dessen durch (5) und (6) bestimmte Losungsmenge B (wegen B = 0 € B) nicht leer ist. Mit (3) und (6) gilt

min /(w(a, b)) = min A(b) = max B(b) . )
Wa Wr B

mit

Wegen (7) liefert deshalb der im folgenden beschriebene Algorithmus zur Bestimmung einer Optimallésung B, € B
die fiir das Wegproblem benétigte Information.

Seien a; bzw. f; die Mengen der durch den Algorithmus berechneten Ankunfts- bzw. Abfahrtszeiten fiir
Wege, die 7 € P beriihren, sei P, ¢ P die Menge der Punkte, fiir die friiheste Ankunftszeiten bekannt sind, gelte
L(Py) = 0, falls 7 ¢ Py, = 1, sonst.

Algorithmus
Schritt 0:
P} = {a}, (B'()) = 0,af =B,7¢ P), (fi=0,ic P — {a));
Be={[0,tH1nZT}y =P (m'G, ) =0,i¢ P,teg), 8= a, =1,
Schritt h: ‘

o= {r|v=1ult) + Lt P},
i, T) = mh(Z,7) L {8, D}, TEd bey, L e P — {s};
a?=a?u5i——ﬁf,

En

= min min {¢ € &} — max B"(j) — i(h) € P;
el ¢ jep

Bi+1(j) = BMj) + I(P) - &, max B'+1(j) > T'? — STOP.
jer
Prri="Ph {3}, i(h) = b? — STOP .
I'={te¥te U [r, O] tealyy, @maximal mit [z, @) n Vigy = 0},

disjunlkt

!
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\
Umhi, %) 2, te [, @] def. iiber I, 7 = (k)
mh+1(i’ t) — dxst

mh(i, t) sonst ,
1 e
y =TI — Bla; pi+t = {g} TH :o;si(,h)
7 X0 & =1ih), h=h+1, wiederhole Schritt & .
Man iiberlegt sich leicht, daf
min min min {Z,() 4t} = I:‘él;l min {teal) (8)

jeh @K teTy

gilt, andernfalls giibe es j, € P} und w(a, j,) mit

Yw(a, o)) = min min min {l;(¢) + ¢t} = ¢, < min min {¢ € al} .
je)‘;ig (g,j)eK teTy ieP t

Wegen

Puiajo = (0= o Qo s qn=170)  mit Gy gy o, g€ PP, x<n
(wegen a = gy € P}), gy 41 € Pl muB A(gus1) = r_nf'Pn m‘in {t € al} gelten, andererseits hat man A(Guiy) = lp v =
L ..., m — %, wegen der Minimalitit von I(w(a, f:,E)) = t,. Mit (8) folgt wegen (6)

& < min min {I;(t) + t} — Bj), je P}, 9)
(2,7)eK ey

und deshalb
B"j)e®B, j€ P=> BM(j) = BYj) +¢&*: I(Phe$B, jepP. (10)

Wegen " = 0 (folgt mittels Induktion iiber &) erhiilt man eine Folge von B-zuliissigen Losungen B* mit nicht
fallenden Werten Bb). Ist B"b) > 7' wihlbar fiir irgendein #, kann der Algorithmus abgebrochen werden. Wegen
(7) folgt dann W, = 0. Kann andererseits Bl (b) < 7' gefunden werden, ist iiber einen Riickverfolgungsalgorith-
mus mittels der Markierungen mgpg(‘l:, 1) ein optimaler Weg wopy(a, b) mit I(wope(a, b)) = Bﬁ‘m(b) bestimmbar (mit
den Markierungsmengen m(s, #) kann die Menge aller zeitoptimalen Wege bestimmt werden) wegen der speziellen
Wahl der Mengen 7', fiir B. Um zu zeigen, dafi das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbricht, iiberlege man
sich, daB & > 0 und/oder i(h) ¢ Pj wegen der eingangs gemachten Voraussetzungen (Ganzzahligkeit, diskrete
Zeit) nur endlich oft eintreten kénnen (allgemeinere Annahmen sind méglich, falls man die daraus resultierenden
Schwierigkeiten bzgl. dem Verhalten der Folge der & und der Infimumsbildung iiber I;(f) in Kauf nimmt). Der
Fall

=0, i(k) € P, (11)

kann wegen der Definition der af nur endlich oft eintreten. Zunichst iiberlege man, daf (11) nur fiir | Pf| = 2 gelten
kann. Es existieren dann aber Zahlen », mit 1 <, < |Pj — 1 und 4(h — ny) F b — ng)y, 0 < 1y < mg Sy,
und pp = 1, daB, falls h+* = 0 und |P}+* = | Pl fiic % =0, 1, ..., pp — 1 gilt, wegen i(h + m,) # ik + my),
—n=m < m=up—1 .

fin—1
Phtm=1 U {i(h +p)} =9, (12)
o= =¥k
folgen muB. Fiir & + u, muB dann aber wegen (12) &+ > 0 oder/und i(k -+ Un) & Phim=1 gelten.

Im Spezialfall, wenn ¥, = @, fiir alle p € P, gilt, kann ein optimaler Weg (falls er existiert) in der Teil-
menge der elementaren Wege aus W, gefunden werden. Der Algorithmus benétigt dann maximal | P| — 1 Schritte.
Die Mengen 7'; sind dann von der einfachen Gestalt [4,, 7'], wobei 4, = min I(w(a, ¢)) bedeutet. Es kann irgendein
kiirzester Weg-Algorithmus benutzt werden. Druvrus [3] schligt das bekannte DisgstrA-Verfahren [2] vor.
Krarszry [6] benutzt dhnliche Uberlegungen, mit entsprechenden Modifikationen 16st sein Verfahren ebenfalls den
Fall V;, = 0, p € P. Fiir dieses Problem haben als erste Cooxr und HArsey [1] einen dynamischen Programmierungs-
ansatz beschrieben. Erst in neuerer Zeit haben HALPErN und Primss [5] die Aufenthaltsverbotsbedingungen ein-
schlieflende Problemstellung behandelt. In GAUL [4] werden die hier beschriebenen Ergebnisse auf die Berechnung
von Wegen maximaler Kapazitit mit zeitabhiingigen Nebenbedingungen iibertragen.
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