Graphenprobleme aus dynamischer Sicht

Wolfgang Gaul, Bonn

1.Einfiihrung

Fir Graphenmodelle, hier speziell fiir Problemformulierungen,die
sich bei der Beschreibung und Ldsung von Fragestellungen aus dem
Operations Reseach Bereich bewdhrt haben, erhtht sich durch
Beriicksichtigung dynamischer Aspekte der Realitdtsbezug. Die vor-
liegende Arbeit gibt deshalb einen Uberblick liber bekannte
L&sungsansitze und diskutiert Verbindungen zwischen dynamischen
Weg-und FluBproblemen zur L&sung noch nicht behandelter Frage-
stellungen.

Die vorliegende Problematik haben als erste Ford/Fulkerson [5,1958
durch Beriicksichtigung dynamischer Aspekte bei FluBSproblemen (fiir
einen Spezialfall) untersucht. Ihr L8sungvorschlag wurde in [ 7
81,013),[16] ,[17].1a] , [20]  zur Angabe verallgemeinerter FluB-
probleme mit verwandt. Formulierungen fiir Wegprobleme unter Ein-
beziehung dynamischer Uberlegungen sind in [2],[4],[9]-[12], [na],
fi5] enthalten.

2.Modellformulierung

Ein dynamischer Graph werde fiir den Becbachtungszeitraum T < R,
durch

G-.E = (P,K,q)
beschrieben, wobei (P,K) einen endlichen, gerichteten (schwach)
zusammenhiingenden Graphen mit der Punktmenge P # ¢ und der
Kantenmenge K € PXP angibt (Parallele Kanten sind dadurch aus-
geschlossen, Schlingen (Kanten der Form (i,i),i& P ) werden
dann ben8tigt,wenn man Aufenthaltszeiten in den Punkten beriick-
sichtigen willj.
g= (q1,...,gl) mit gs:K.t‘{-)R ,1<2<1, 1> 1, beschreibt Bewertungs-
funktionen fiir die Kanten in Abhincigkeit vom Benutzungsbeginn
te't .Insbesonders ist immer g1:= t K%‘{—)R_'_ die Benutzungs-
dauer der Kanten.
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Flir Anwendungen erweisen sich folgende Einschridnkungen als vor-
teilhaft'). Man wihlt #<[0,T], meistens

(2.1 (1) " ={0,1,...,T} mit der Beobachtungsgrenze T
(11) g%, 5,0 € 2 ,8ef1,...,1}, (i, ))eK , et

wobei man auf der Menge { xe€'#|T+t(i,i,T)> T} fir ¢%(i,5,7) ,
gE{Z,...,l} geeignete (oft rechentechnisch bedingte) Verfnder-
ungen vornehmen darf (Bei Beriicksichtigung von Aufenthaltsmdglich-
keiten in Punkten wdhlt man insbesonders t(i,i,%) = 1 fiir alle
te't ,9%(1,1,7v),3¢{2,...,1} entsprechend der Problemformulier-
ung.). - e
Zu G'{ 1&B8t sich ein sogenannter zeiterweiterter Graph G.!=(P,K,g)
definieren durch

L1}

(2.2) (1) {iy| ieP ,te't}
(i1) = {{1-5,3-“) | i,jep, (1,3)&14 ule? =t (1,9, 0}
(iii) g = tg ,....g) wobei g K—-}R mit
98 (Lysdr) = g%(4,3,7)

P
K

Dynamische Problemstellungen bzgl. G? lassen sich so mit (bekann-
ten statischen) Formulierungen bzgl. E"f in Beziehung bringen.

Das hat vor allem beweistechnische Vorteile. Fiir eine praktische
Handhabung ist G.-* wegen seines Umfanges in der Regel ungeeignet
weshalb man nach effizienteren (nur auf G""E operierenden) L&sungs-
methoden sucht.

Von Interesse ist dabei insbesondere der Spezialfall, wenn g
auf ™ konstant ist, der Grundlage der von Ford/Fulkerson
initiierten Betrachtungen {iber dynamische Fliisse war.

3. FluBprobleme in dynamischen Graphen

Sei G|1,= {P,K,g) mit g = (g1,g2) = (t,c) vorgegeben, c: K!."-'}—)R+
beschreibe hier die Kantenkapazitit.
Sei T{i,j,%) ={'c'e"€l'r.'+t(i.j.'c')='c} fir (i,j) ek, we't , ferner

1) Die vorausgesetzte Ganzzahligkeit der Bewertungsfunktionen ist
filr die Endlichkeit der angegebenen L&sungsverfahren von Wichtig-
keit. Eine hinreichend klein gewihlte Beobachtungsdifferenz 4> 0
ergdbe die Forderung™¥ ={0,4,24,...,T4} wobei Ta eine hinrei-
chend groB8 gewdhlte Beobachtungsgrenze beschreibt. Zur Vereinfach-
ung ist o.B.d.A. A = 1 gesetzt.
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a() ={jepr| (1,97ek} , B(1) ={jer | (3,0)er} fur iePp.
Damit erhilt man fir h : Kx%—R (und i€ P ,7e&’?) den

pusdruck F(h,1,T) = Zh(i:j;f) = 2 2> hi{j,4,2").
j&A(i) jEB(i) 't"eT(jrir'C)

Dann wird auf G"'t durch f :Kx%—R mit den Nebenbedingungen

T
(3.1) (1) > __F(f,q,%) - v(£,T) =0
©=0
(i) F(£,4,°) =0 , ieP~{q,s} ,veR
T
(111)> F(£,s,T) + v(£,T) =0
(iv) 0 ¢ £(i,3,%) <c(i,j,@) ,(i,j) ek , Te®

(auf {we® |7+ t(i,3,0)> T} gelte c(i,j,®) = 0)

ein T-dynamischer FluB von q nach s , g,s € P , vom Wert
v(£,T) € R, definiert. Beschreibt F (T) die Menge dieser
T-dynamischen Flilsse, so gilt F(T) # @ , da zumindest £ =0
(mit v(f,T) = 0 ) die Bedingungen (3.1) erfiillt, und eine der
ersten Fragestellungen ist die nach Berechnungsmdglichkeiten
von Elementen aus der Menge der T-dynamischen Fliisse mit maxi-
malem Wert (T) . Die Antwort ist filir den Spezialfall, daB

max
(3.2)  g'(i,3,0 = tli,3,0 =t,, fir xe't
2, . 1) , (i,3)€K
g“(4,3,® = e(d,3,01) = ¢4 auf{ret| v+ ¢4 a1l

gilt, in [5] enthalten ((3.1) vereinfacht sich, denn

(1,9, =T~ tij}f"\ "t ist dann h&échstens einelementig.)Bei der
in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode ist von Vorteil, daB sie
lediglich die T-malige Berechnung &duBerst einfacher statischer
FluBprobleme erfordert,allerdings brauchen die mittels [5] erhal-
tenen L&sungen nicht gewiBe (in [8] oder [16] geforderte)
wiinschenswerte Zusatzeigenschaften zu erfiillen.

Um diese Eigenschaften zu erklédren, betrachtet man die auf

w' =1{0,1,...,7'} , T'€'t , eingeschrénkte Problemstellung. Den
Uibergang von Gp{ auf qu = (P,K,g") (mit g' = g/g') erhdlt man
dabei durch entsprechende in Abhdngigkeit von (i,j)€ K durch-
zufilhrende Ab#nderung der Bewertungen auf {mTeR|T'<x+t(i,j,r)<T}.
Umgekehrt kann man aus Formulierungen fiir Qn{: auf solche fiir G%
schlieBen, z.B. folgt aus f'e F(T') flir f : KxX¥®—R mit
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£(i,3,%0) = £'(4,3,%) fir ve€R'; = 0, sonst,die Aussage f£eT(T),
Sei

Tl
(3.3) (1) w, (q,T") = max F(f,q,%)
1 FEF(T) % '
TI
(ii) w,(g,T') = min ZF(ffCIf'C)
2 =
£eF _ (T) T=0
Tr
(11i) wy(s,T') = max (-F(f,s,7))
feF(T) T=0
Tl
(iv) w,(s,T') = min 2 (-F(f,s,7))
4 T=0

fe?max(T)
Man interessiert sich dann fiir Fliisse fo &ML, 8='1;0..04;

die die Bedingungen

Tl
(3.4) (1) A4 ?F(f /d,T) = W, (g,T')
0<T'eT =0 1 1
Tr

1) Vo STR(f,,0,0 = w,(q,T)
OST'-ST T=0
Tl
(3.5) (1) v S_(<F(£5,5,7)) = wy(s,T')
OfT'f_T T =0
Tl
(14) \"4 S _(-F(f,,s,7)) = w,(s,T")
0<T'¢T T=0 4 4

erfiillen. Man sieht sofort ,(3.4),(3.5) erfiillende Fliisse sind
T-dynamische Fliisse mit maximalem Wert und folgenden einfach zu
interpretierenden Zusatzbedingungen. Man sagt:

f.l besitzt frilhestmdgliche, fz spdtestmdgliche Startzeiten bzgl.
qE P, f3 besitzt frithestm&gliche, f4 spdtestmdgliche Ankunfts-
zeiten bzgl. s e&P. Insbesondere sind natfirlich Fliisse, die
gleichzeitig einer der Bedingungen von (3.4) fiir geP und
einer von (3.5) filir seP genligen, von Interesse. Dabei kann
das Erfiilltsein von (3.4) (i) bzw. (3.5) (ii) z.B. dann wiinschens-
wert sein, wenn in ge&P bzw. se&P nur begrenzte Lagerungsmig-
lichkeiten vorhanden sind. T-dynamische Fliisse, die (3.5) (i) ge-
nligen, werden in der Literatur auch als "universal maximal dyna-
mic flows" bezeichnet, weil sie, wie man sich leicht liberlegt,
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die Bedingung

(3.6) A4 (")
0eT'<T 3/"6 max
(allgemeiner gilt w (q,T ) = max v(£,T') < Wa (gq,T') flr T'eF,
feHT"')
wobei fiir T'< T echte Ungleichheit auftreten kann) erfiillen,
ihre Einschrénkung bzgl.'#' auf die Graphen G,,,, also dort

gerade T'-dynamische Fliisse mit maximalem Wert liefert. Uber
solche Fliisse wurde zuerst in [8] berichtet, ihre algorithmi-
sche Bestimmung ist fiir den durch (3.2) beschriebenen Spezial-
fall als Modifikation des aus [5] bekannten Verfahrens in [19]
enthalten. Die {lbrigen Nebenbedingungstypen aus (3.4), (3.5)

und eine Berechnungsm®glichkeit fiir T-dynamische Fliisse, die
diesen Bedingungen geniigen, ist, wiederum nur fiir den Spezialfall
(3.2) und in Abdnderung des aus [ 5] bekannten Verfahrens, in [16]
enthalten.

Auf die algorithmischen Aspekte[5],insbesonders die Darstellung
des "out-of-kilter" Ansatzes zur Bestimmung einer verallgemeiner-
ten statischen FluBproblemformulierung(aus deren L&sung, darge-
stellt mittels FluBpfadzerlegung, man {iber geeignete zeitliche
Wiederholungen der FluBpfade die dynamische L&sung erhilt) und
ihre in [16] und [19] (siehe auch [17] und [20]) behandelten
Varianten, wird im Rahmen dieser Arbeit nicht eingegangen.

4. Existenzaussagen fiir dynamische Fliisse

Zuerst stellt sich natfirlich die Frage nach der Existenz der im

vorigen Abschnitt angegebenen spezielleq’?-dynamischen Fliisse.

Sie 18t sich durch Ubergang von Gy auqu! beantworten.

Mit g,s€P und dadurch definierte Punktmengen Qp { q.tl'm 'ﬂ,
= {splTe't }auf G.‘_ erhdlt man nimlich

(4.1) Lemma:
Es existiert ein T-dynamischer FluB f wvon g nach s in G"\‘.
vom Wert v(£,T) = v genau dann, wenn in G|‘, ein (statischer)
Flus f wvon Qp nach S mit Wert v(f) = v existiert.

Zum Beweis definiere man fiir das Wertepaar f(i,j,t),f(ir,jrf)
mit i,j€P, (1,j) €K, T, = T+ t(4,9,T)e"? den Kantenwert des
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nachzuweisenden Flusses durch den des existierend vorausgesetzten
und tiberpriife die FluBbedingungen.

Fllr statische FluBprobleme auf einem Graphen (P, X,c,v',v™,b",b7)
mit der Partition P =Quz us , wo C: :R':—’R die Kantenkapazi—
Lt v, v : :Q —R, H&chst-,Mindest-Schranken bzgl Q, b*,bT:5R,
Ht&chst-,Mindest—Schranken bzgl. S beschreibt,hat man aber (unter

Benutzung der Abkiirzungen ho(x) = 2 h,(x) fiir XcP, h1:9—>R,.
XeX
h, (X,Y) = E h, (x,y) ftir X,ycP, hz:'}(—-m)
X€X,yeY

(4.2) Satz:
Folgende Aussagen sind dquivalent: Fiir (J’,'J'(,c,v+,v_,b+,b-)

gilt
(1) Es existiert ein Flue f von Q nach § mit
v (p) v' (p) ,peQ
+ ﬁftpf?) = f(pfp) <_ -
=b" (p) =b (p) (PES

(i) Es gilt fir XcP (mit ¥ =2<X )
X, %) > b (Xns) - v/ (XnoQ)
cx,X) » v (xnQ) - bt (xnsg)

(1ii) Es existiert fiir §CS ein FluB fA von Q nach S5 mit
-0*(®) < fa(8,P) - 28,8 < —b (8)
v (p) ¢ fa(p,P) - f'*{.‘P p) ¢ vt (p) r PEQ

(iv) Es existiert fiir 6:0 ein Fluﬁ £ von Q nach 8§ mit
v (m < £5@P) - 552,08 < vi (@)
-b* (p) 4f"(p.?) - f«(-‘P,p) < -b (p) : PES

Zum Beweis iiberlege man sich, daf die Hquivalenz (1)e—(ii)
gerade einen Spezialfall des allgemeinen Zirkulationssatzes
(siehe z.B. (18] ) beschreibt. Der Ubergang (i)—s(iii)

(bzw. (i)—(iv)) dist trivial, fiir die Richtung (iii)—3(ii)
(bzw. (iv)=—3(ii)) braucht man die Kenntnis des Max.Flus-Min.Schnitt
Theorems.,

Die Existenz von T-dynamischen Fliissen, die (3.4),(3.5) erfiillen
ergibt sich dann als Folgerung aus (4.2). Man hat nur die
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Schranken v+,v_,b+,b- geeignet zu widhlen und entsprechend dem
Nebenbedingungstyp (3.4) oder (3.5) fiir QOc QT oder §c Sq
die Existenz eines FluBes fa oder fg entsprechend (4.2) (iv)
oder (iii) zu verifizieren. Ist 0 ¥ Qpy oder g # Sq.  flr
alle T'€'*t , kann man den Nachweis mittels FluBpfadzerlegungen
der nach Voraussetzung (wegen (4.1)) existierenden fQT' oder
fST' erbringen. Man erhdlt also
(4.3) Korrollar:

(1) Es gibt fs'e?max(m' so daB (3.4)(¢) erfiillt ist

€=1,2.:
(ii) Es gibt fg+297max(T}' so daB (3.5)(8) erfiillt ist,
£=21:2.

Ein Existenznachweis fiir £, ist zuerst in [8] enthalten. Fiir
die ibrigen Fliisse findet man entsprechende Aussagen in [16]

(Der Nachweis wird dort iiber Markierungsiiberlegungen und das Max.
FluB-Min.Schnitt Theorem konstruktiv gefilhrt.).

5. Wegprobleme mit zeitabhéngigen Nebenbedingungen

Sei Gg= (P,K,g) vorgegeben,zunichst qelte g = (g') = ¢ .
?

Einen Weq von q nach s ,q,seP , der zur Zeit Tet in geP
beginnt, kann beschrieben werden durch

Tlas8/%) = (Brig g, ) Pr(q.s,7)"Priq,s,0)
Mit der r(q,s,x) =zugeordneten Indexmenge I ={0,1,...,m}
r(qrsl'r)
kennzeichnet dabei
(5.1) Pr(q,s,r)= (q=pc,p1,...,pm=s) r P;je P fiir ie Ir(q,s,t)'

die Folge der iiber den Weg (in dieser Anordnung) durchlaufenen
Punkte,
(5.2) (1) (@ pg)seneratip ))

T T T
(a (Po).r---,d fpm_T)) , da (Pi)frf flir

Ara,s,v)
(31) Do g gy =
le I (q,s,2) ink

die dabei realisierten Ankunfts-bzw.Startzeiten fiir die Punktfolge

Pr(c;a.srt:) -
Natiirlich muB gelten
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(5.3) (1) a%p,) > a%ip,) Y
(11) a%(p)) = T
(111) "'(p )& T
(1v) a¥(p;) - a%p;_4) + £(p;_14py.d%p, )

Ist die Differenz dt(pi) - a'c(pi) positiv, beschreibt sie eine
Wartezeit in Py - Wenn fiir gewisse Punkte pe&P Zeitintervalle
existieren, in denen Warteverbote bestehen, z.B, in der Gestalt

L Mol p P p
v = \.) [tP k,tzk] 'Bix € i (€ t7 4q)falls n(p) > 1)

P
so hat man, falls fiir einen Weg r(qg,s,%) ein solcher Punkt P
zur Punktfolge Pr(q,s,t) gehdrt, zusdtzlich zu beachten

(5.4) (1) a%(p) = a%(p) a“(p)evp

1 T P falls
(11) a™(p) € 7411 th <a¥(p)< P

2k 1(k+1)

Von Interesse sind nun bekanntlich Wege, deren Weglénge

t(r(g,s,t)) = - I:-- {mit(pi,piﬂ,d‘r(pi))-iﬁt(pi)—a'r(pi)
r(g,s,T)

minimal wird bzw. zumindest der Schranke T - T geniigt (Entspre-
chendes gilt,falls g mehr als eine Bewertungsfunktion beschreibt,
flir die {ibrigen Bewertungsfunktionale.)
Zur Uberpriifung der Existenz solcher Wege hat es sich wegen der
durch die Tupeldarstellung bedingten aufwendigen Beschreibungs-
weise als sinnvoll erwiesen, das folgende Problem zu betrachten

(5.5) max (St(s)

mit £F = {ﬁ“(i), ier| gfl@=", pc:)f-(mm) mt{tu.:mw i€P~{g}}
j)eK

wobei Tf =§'\9eﬂ3 r(g,s,T) mit T+t(r(q,s,7) =(;5_«9mitﬁ-;,w5)nvi =g}

die Menge der Zeitpunkteangibt, in denen eine Ankunft (bzw. ein
Aufenthalt) im Punkte i nach einem Start vom Punkt g zum Zeit-
punkt T mdglich ist. Bezeichnet RT(q,s,t) die Menge der durch
T - T beschrédnkten Wege,so gilt
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(5.6) Lemma:

(1)  B¥eg

(11) min a%(s) 2 max [%(s)
R.I.(Qrsrt) oGT

(111) AT (s)>T — Ry(q,5,0) = @

(1v) BT (s) &T =3 Jr_(q,s,T) € Ry(q,s,7) mit al(s)=AT (s)

Zum Beweis von (i) {iberlege man, daf immer pT'sTe.ﬂrgilt.

(ii) folgt iiber aus (5.5) wund (5.3) bildbare Ungleichungen.
(111) ergibt sich sofort aus (ii). Ist AT (s) ¢ T , so folgt
durch Einsetzen von [S;’axts) in die £% definierende Unglei-
chung die Existenz von ioe B(s) und '\ﬂ'o,ﬂ"'é '3 Tit mit
THt(r(g i ,m))= ¢ 1 “und r_(q,s,T) 146t sicR in der Gestalt

r (a8t = rlgig o) (lig,s), W, AT (s)), W) darstellen.

Kennt man also ein Verfahren zur L&sung von (5.5),s0 wird dadurch
nicht nur die Frage nach der Existenz von Wegen mit durch T-T
beschrdnkten Wegldngen beantwortet,sondern dariiber hinaus, falls
RT(q,s,t]#¢ gilt,wegen (5.6) (iv) auch ein optimaler Weg gefunden.
Auf eine algorithmische Abhandlung dieser Fragen soll hier nicht
eingegangen werden,dazu siehe man z.B.[Q],[10],wo auch die
Einbeziehung weiterer Bewertungskriterien,vor allem Kapazit&dts-
und Kostengesichtspunkte, berilicksichtigt wird. Es ergeben sich
natilirlich Beziehungen zu dynamischen Flufproblemformulierungen,
2.B:. gilt £ir f3 aus (3.5) (i),daB die FluBfpfadzerlequng fiir

£3py ™t T' = ﬁﬁax(s) gerade aus den hier beschriebenen zeit-
optimalen Wegen besteht., Weiter kann man in der Menge dieser
zeitoptimalen Wege nach einem kostenoptimalen suchen, dessen Weg-
kapazitdt dann gerade einen FluBanteil beschreibt,der zeit— und kos-
tenoptimal entlang dieses Weges von q nach s gelangen kann , Es ist aber
nicht méglich, mit den bisher in der Literatur bekannten zeitab-
hidngigen Wegalgorithmen allgemeinere Problemstellungen flir dyna-
mische Flisse zu l&sen, da in alle diese Ansidtze die Nichtnega-
tivitdt der Kantenbenutzungsdauern (t(i,j,r)?0) eingeht, wo hin-
gegen (in Analogie zum statischen Fall und im Gegensatz zur Irre-
versibilitdtsbedingung der Zeit) auch negative t(i,j,r)-Werte
berilicksichtigt werden miiBten.
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Hat man keine Nebenbedingungen der in (5.4) beschriebenen Art,
vereinfachen sich die Uberlegungen erheblich. [4] und [14]
beschdftigen sich mit diesem Fall. Die in (5.5) benutzte Menge
Tf: ist dann ein Intervall der Gestalt (a;in(i)*T] und man kann
eine zyklenfreie L&sung {iber einen Dijkstra-Ansatz in h&chstens
|P| -1 Schritten erhalten. Allgemein kann der zur Lésung von

(5.5) gehérende Weg Zyklen enthalten. Einen ersten Ansatz zu
dieser Fragestellung findet man in [12].
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