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W. Gavn
Stochastische Aspekte der Projektplanung

Sei 4 = {ay, ..., an} = 0 die Menge der Einzelaktivititen cines gegebenen Projektes, O ¢ A x A die die logischen
Abhiingigkeiten zwischen den Einzelaktivititen (z. B. Reihenfolgetabelle) bestimmende binire Ordnungsrelation
(irreflexiv, asymmetrisch, unter Beibehaltung dieser Eigenschaften transitiv erweiterbar), X,:(2, S, P) — (R,, B,)
die der Aktivitiit e A zugeordnete stochastische Bewertung, dann nennen wir B = ((4, 0),(X,)qe4) einen stochastischen
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Projektplan mil deterministischer Struktur'). Bekanntlich mull sich nicht jede binire Ordnungsrelation 0 auf A
hzgl. Kantenadjazenz (KA) graphisch reprisentieren lassen. Wie eine entsprechende graphisch (IA)-reprisen-
tierbare Erweiterung 4’ = 4 uy X' (X Menge von Scheinvorgingen) und @' [binire Ordnungsrelation auf A4’, fiir
die zumindest 0'/4 x 4 O (Vermeidung nicht projektbedingter Abhingigkeiten) gilt] in geeigneter Weise anzu-
geben ist, ist aber bekannt (siehe z. B. [1], [6])%).

Sei deshalb ‘8 jetzt als graphisch (KA)-reprisentierbar vorausgesetzt und (P, K, @) der bzgl. Kanten-
adazenz zugeordnete endliche, zusammenhiingende, schlichte, kreisfreie, gerichtete Graph. Nach Durchfiihrung einer
topologischen Sortierung der Punktmenge P von & heilit No.= (P, K, ¢, (Xi)rex) stochastischer Netzplan mit
determinustischer Struktur.

P = {0, 1, ..., m} ist topologisch sortierte Punktmenge mit Quelle 0 und Senke m, K := A die Kantenmenge,
¢ K — P x P mit pk) = (ps(k), ga(k)), k € K, die Inzidenzabbildung.

Fiir ¢ € P definiert man _Bt i={je P| (J,pulk) =14), ke K}, K;:= {ke K|qyk) =1} und damit den
Subgraphen G(P;, Ky, ¢¢) von Ny, bzgl. i mit

Poi=(0,1,..,i), Ki=UK, p=glK.
e

Von Interesse sind inshesonders mawimale Subnelzpline in G, bezeichnet mit Ny wobei wir allgemeiner
fiir r,s € P, r < s, Subnetzpline der Gestalt N,, = (Pr, Kpp @rer (Xi)ter,,) betrachten. Dabei ist N, stochasti-
scher Netzplan mit Quelle r und Senke s, P, ¢ {r,r -} 1, ..., 8 — 1, 8} (r, s € P,,) topologisch sortierte Punktmenge,
K€ gt (Prs X Py n V’(K)). Prs = @Ky .

Sei W die Bezeichnung fiir einen Weg von ¢ nach j im betrachteten Netzplan, K(W,) die Kantenmenge
von Wy Fiir Ny, erhilt man mit 8, = { W5 | W Weg in Ny, =1, ..., b} die interessierende kritische Weg-
linge fiiv N, iiber L(N,) := max Y projg, besonderes Interesse besteht an

Wor kve KOV

L, := L(A—Tu,-) =max Y projg, (Ly =0, Ly 1= L(Nllm))'
L )
Bezeichnet man mit I, eine Menge von Subnetzplinen der speziellen Gestall Ny, j <4 mil den folyenden Bigen-
schaften (P(N) = {j | Njie Ni}):

{7, 1}, J :) =],
8) Ny 0 Ny = {{i}, sonlst , :

|l) V]’Vuf HNJ',' : I‘Vug = l'VuJ‘ u WJ, mit W.J’,‘C NJ‘ und M"uj n '.'J(‘s C 1’(}}?1)
(die Existenz solcher M ist gesichert, man wihle speziell N; = {ﬁ’ 0it) 80 kann man zeigen
L, = max {L; + L(N))} . (1)
<N

(Der Beweis kann punktweise iiber =<-Abschitzungen erfolgen. Dabei ist cine Richtung trivial erfiillt, die
andere ergibt sich iiber a)—h).)

Bezeichnet man fiir Partitionen der Kantenmenge K = Z 0 4, Z nZ = @ mit Ez Ez die Erwartungswert-
hildung hzgl. des Zufallsvektors mit Komponenten aus Z hzw. Z (hei fehlender Indizierung erfolgt die Erwartungs-
werthildung bzgl. aller zu beriicksichtigenden Variablen des zu integrierenden Ausdrucks), dann erhilt man nntere
Schranken als Schiitzer fiir die in der Regel schwierig zu bestimmenden Ausdriicke E(Ly) (siehe [8]). (Die ange-
schriecbenen Erwartungswerte sollen existieren, zur Vereinfachung sei die Kenntnis entsprechender gemeinsamer
Verteilungen der Zufallsvariablen geeigneter Teilkantenmengen und zumindest Unabhiingigkeit zwischen diesen
Zufallsvektoren vorausgesetat.)

E(L) = E, e {Ea(Ly + L(Ny)} - (2)

Dabei geniigt es, Partitionen von Ky zu betrachten.
Wiihlt man insbesondere Ky, = Z% u Z%, Z% n Z* = 0 mit Z* = | ] Kj;, so ergibt sich
My

E(L() = Ey- iy {Ez+(Ly) -+ L(Nj)} o (3)

weil L(N ) iiher Projektionen anf die Teilmenge Kj; gebildet wird.
Nimmt man entsprechende Genauigkeitseinbullen in Kauf, erhidlt man iiber diesen Ansatz einfacher berechen-
bare (z. B. mittels PERT), allerdings zu optimistische Schiitzungen fiir E(L,).

Als Spezialfille seien erwihnt:
1 N = {Nu), %, = Ko = Z, = 0 ergibt wegen E(L) = Exy(Ly + L(Ny)) die Identitit (mit L, := 0,

LJ = L(N",‘)).
1) Die Beriicksichtigung von die Projektplanung beeinflussenden stochastischen Einwirkungen soll in dieser Arbeit nicht
auf die dem Plan zugrandeliegende Ordnungsstruktur iibertragen werden.

%) Der Ubergang auf graphiseh (KA) reprisentierbare Strukturen geschieht aus Griinden der besseren Vergleichbarkeit mit
den Artikeln [3], [4], [7]. Eine Formulierung im allgemeineren Ordnungskonzept ist méglich.
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2, W= {Ny=(j,i)e K}, Zy=19 = 7, = Ko ergibt E(L) = max {E(Ly) + E(X, ) : diese Unglei-
chung bildet die Grundlage fiir die PERT-Schitzung Ll
(EPERY([) =0,  EPERT(L,) = max (BPERT(L)  EPRRY(X, )}, i€ P —{0)).
N
3. M= {(Nj= ()€K} Zy= K, (= UKy) ergibt
m

E(L) = Eg, max {ER(L) + Xog} »

0
diese Ungleichung bildet die Grundlage fiir die FuLrersoN-Schitzung
(F(L(,) =0, F(L) = Ex HI&HX {F(L,) -+ X‘F"U.")} ) i€ P\{O}) ’
Ni

Wiihrend, wie man sich leicht iiberzengt, in den Fillen 1.—3. die Bedingungen a)—h) automatisch erfiillt
waren, setzen wir jetzt
4, N = {Nj = Wy | Wy Weg von j nach i, wobei a)—b) erfiillt ist},
Zi= U K( Wj.;) ergibt E(Ly) = E,, max {EE.{L-}) 4 I IV;;)},
i @i
diese Ungleichung hildet die Grundlage fiir die RopiLLARD-TRAWAN Schiitzung
(RT(Ly) = 0, RT(I;) = Ez, max { RT(Ly) + LWt ie PNJ{0}) -
U
Man kann zeigen
E(L) = RT(L) = Fla) 2 EPERT(L) . (4)
Bei ciner Verbesserung der wegen ihrer einfachen Berechnungsmoglichkeit wohl am hiiufigsten benutzten
Schiitzer nach der PERT-Methode hat man sich also Kenntnis iiber Verteilungen und entsprechende Erwartungs-
werte von kritischen Wegliingen fiir Subnetzpline zu verschaffen.
Inwieweit sich Monotoniebeziehungen der in (4) beschriebenen Art auch auf andere Schiitzmoglichkeiten
(beziiglich geeignet zu wiihlender Systeme 9, und der Inklusionsheziehung hzgl. Teilmengen von K,;) iibertragen
lassen, wird noch untersucht.
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